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S y s t e m s  o f  i n s t a b i l i t y  i n  m a n e u v e r i n g  a i r c r a f t ,  w h i c h  d o  i n  
f a c t  a p p e a r  w i t h  i n c r e a s e  i n  s p e e d  a n d  h e i g h t  o f  f l i g h t ,  h a v e  s e r v e d  
i n  r e c e n t  y e a r s  a s  t h e  b a s i s  f o r  c a r r y i n g  o u t  t h e o r e t i c a l  a n d  e x -  
p e r i m e n t a l  s t u d i e s  b o t h  i n  t h e  S o v i e t  U n i o n  a n d  a b r o a d .  A s  a r e s u l t ,  
c r o s s  c o u p l i n g s  b e t w e e n  p a r a m e t e r s  h a v e  b e e n  e s t a b l i s h e d ,  c h a r a c -  
t e r i z i n g  t h e  l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t .  

On t h e  b a s i s  o f  a n u m b e r  o f  t h e i r  own i n v e s t i g a t i o n s  a n d  a 
c o l l e c t i o n  o f  p a p e r s  p u b l i s h e d  by  o t h e r  w r i t e r s ,  t h e  a u t h o r s  o f  t h i s  
m o n o g r a p h  d i s c u s s  o r i g i n a l  c o n c e p t s  h e r e  o f  t h e  t h e o r y  o f  s p a t i a l  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  by  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e s e  c r o s s  c o u p l i n g s .  

C r i t e r i a  a r e  g i v e n  h e r e  f o r  s t a b i l i z i n g  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t  d u r i n g  m a n e u v e r s  i n v o l v i n g  i n t e n s e  r o l l i n g .  T o  d e s c r i b e  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a i r c r a f t  d y n a m i c s  d u r i n g  s p a t i a l  m a n e u v e r s ,  t h e  
a u t h o r s  e m p l o y  s e v e r a l  c o n c e p t s  a n d  me-khods i n v o l v i n g  t h e  q u a l i t a t i v e  
t h e o r y  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  The q u a l i t a t i v e  r e s u l t s  o b t a i n e d  
i n  t h e  a n a l y s i s  a r e  i l l u s t r a t e d  by t h e  r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  
a i r c r a f t  d y n a m i c s  on d i g i t a l  c o m p u t e r s  a n d  s i m u l a t o r s .  

C o n s i d e r a b l e  a t t e n t i o n  i s  p a i d  i n  t h i s  book  t o  a p h y s i c a l  
e x p l a n a t i o n  o f  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  a n d  t o  a d e s c r i p t i o n  o f  t h e  
m e c h a n i c s  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  i n  t h e  m o s t  common c a s e s  o f  c o n t r o l l e d  
f l i g h t .  D e t a i l e d  a n a l y s i s  i s  g i v e n  o f  t h e  r e a s o n s  a n d  c o n d i t i o n s  
f o r  a p p e a r a n c e  o f  t h e  phenomenon  o f  " i n e r t i a l  r o t a t i o n "  o f  a n  a i r -  
c r a f t  i n v o l v i n g  losses i n  e f f e c t i v e  l a t e r a l  c o n t r o l .  

T h i s  book  i s  i n t e n d e d  f o r  i n d u s t r i a l  e n g i n e e r s ,  i n s t r u c t o r s ,  
a n d  s t u d e n t s  i n  a v i a t i o n  i n s t i t u t e s  o f  t e c h n o l o g y .  I n c l u d e d  h e r e i n  
a r e  8 t a b l e s ,  1 4 1  i l l u s t r a t i o n s ,  a n d  a b i b l i o g r a p h y  o f  7 6  n a m e s .  
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F O R E W O R D  

The d e s i g n  f e a t u r e s  o f  m o d e r n  a i r c r a f t  h a v e  c a u s e d  t h e  a p p e a r -  - / 3  
ante o f  a new t y p e  o f  m o t i o n  i n s t a b i l i t y  d u r i n g  a i r c r a f t  m a n e u v e r s  
i n v o l v i n g  i n t e n s e  r o l l i n g .  S i m p l y  a n a l y z i n g  t h e  s t a b i l i t y  o f  
s t r a i g h t  a n d  s t e a d y  f l i g h t  f o r  m o d e r n  m a n e u v e r i n g  a i r c r a f t ,  u s i n g  
l i n e a r  e q u a ' t i o n s  of  m o t i o n ,  i s  n o t  s u f f i c i e n t  t o  s e l e c t  t h e i r  b a s i c  
p a r a m e t e r s .  

A m e t h o d  f o r  a n a l y z i n g  t h e  s t a b i l i t y  o f  a i r c r a f t  m o t i o n ,  i n -  
v o l v i n g  r o t a t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  ( r o l l i n g ) ,  w a s  
d e v e l o p e d  by  t h e  a u t h o r s  i n  1 9 5 7 - 1 9 6 4 ,  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  work d o n e  
by  P h i l l i p s  i n  1 9 4 8 ,  who w a s  unknown t o  t h e  a u t h o r s ,  a l t h o u g h  
n u m e r o u s  c i t a t i o n s  a r e  f o u n d  i n  t h e  f o r e i g n  l i t e r a t u r e .  

T h i s  m o n o g r a p h  i s  d e v o t e d  t o  a n a l y z i n g  t h e  a b o v e  c l a s s  o f  a i r -  
c r a f t  s p a t i a l  m o t i o n s .  

The s t a b i l i t y  a n d  c o n t r o l l a b i l i t y  o f  s p a t i a l  m o t i o n s  o f  a n  a i r -  
c r a f t  a t  a c o n s t a n t  f l y i n g  s p e e d  a r e  s t u d i e d  i n  t h i s  b o o k ,  % . e . ,  
t h e  s o - c a l l e d  " r a p i d "  m o t i o n s ,  a s s o c i a t e d  m a i n l y  w i t h  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y .  I n  g e n e r a l  f o r m ,  t h e  p r o b l e m  i s  r a t h e r  c o m p l i c a t e d ,  s i n c e  
n o n l i n e a r  e q u a t i o n s  of  m o t i o n  a r e  a n a l y z e d  a n d  a n  a t t e m p t  i s  made 
h e r e  t o  s i m p l i f y  t h e m  a s  much a s  p o s s i b l e .  I n  a number  o f  c a s e s ,  
m e t h o d s  a r e  e m p l o y e d  f o r  a n a l y z i n g  s t e a d y  m o t i o n .  F o r  t h e  m o r e  
c o m p l e x  p r o b l e m s ,  f o r  e x a m p l e  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  
d u r i n g  c o n t r o l ,  t h e  r e s u l t s  a r e  c i t e d  f r o m  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  o n  
c o m p u t e r s .  

H e r e  a l s o  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  s t u d i e d  a s  a f u n c t i o n  
o f  a i l e r o n ,  e l e v a t o r  a n d  r u d d e r  d e f l e c t i o n  a n d  p h y s i c a l  e x p l a n a t i o n s  

e m p l o y i n g  t h e  q u a l i t a t i v e  t h e o r y  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  
w i d e l y  u s e d  i n  t h e  a n a l y s i s  t o  d e s c r i b e  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s p a t i a l  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a n d  t o  a c h i e v e  t h e  m o s t  common r e s u l t s .  

/ 4  a r e  g i v e n  f o r  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d .  S e v e r a l  c o n c e p t s  a n d  m e t h o d s  - 

C o n s i d e r a b l e  a t t e n t i o n  i s  g i v e n  h e r e  t o  s t u d y i n g  t h e  p o s s i b i l i t y  
o f  s t a b i l i t y  a n d  c o n t r o l l a b i l i t y  loss by  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  i n t e n s e  
r o l l i n g  ( i n e r t i a l  r o t a t i o n  s y s t e m ) .  C o n d i t i o n s  a r e  c i t e d  u n d e r  
w h i c h  i t  i s  p o s s i b l e  for a n  a i r c r a f t  t o  e n t e r  i n t o  s u c h  s y s t e m s  a n d  
p h y s i c a l  e x p l a n a t i o n s  a r e  g i v e n  f o r  s u c h  p h e n o m e n a .  

The a u t h o r s  w i s h  t o  e x p r e s s  t h e i r  a p p r e c i a t i o n  t o  t h e  r e v i e w e r  
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o f  t h i s  b o o k ,  P r o f .  V . N .  M a t v e y e v ,  who c o n t r i b u t e d  a number  o f  u s e -  
f u l  comments  i n  l o o k i n g  o v e r  t h e  m a n u s c r i p t ,  a n d  t o  E n g i n e e r  M . M .  
Medvedyev who a s s i s t e d  i n  t h e  c o m p u t e r  c a l c u l a t i o n s  a n d  i n  t h e  
s i m u l a t i o n .  

S i n c e  t h i s  m o n o g r a p h  i s  a f i r s t  a t t e m p t  a t  i l l u m i n a t i n g  t h e  
r a t h e r  c o m p l e x  phenomenon  o f  t h e  d y n a m i c s  o f  m o d e r n  s u p e r s o n i c  a i r -  
c r a f t ,  t h e  a u t h o r s  w o u l d  b e  m o s t  a p p r e c i a t i v e  o f  a n y  comments  t h e  
r e a d e r s  wou ld  l i k e  t o  make .  The a d d r e s s  i s :  M O S C O W ,  K - 5 1 ,  P e t r o v k a ,  
2 4  , " M a s h i n o s t r o y e n i y e "  P r e s s .  

v i i i  



I N T R O D U C T I O N  

/ 5  The basic method used in the "classical" theory of aircraft - 
motion relative to the center of mass is that of linearizing the 
equations of motion. In the majority of cases this method permits 
a system of equations to be simplified by dividing it into two inde- 
pendent systems of equations of longitudinal and lateral motion. 
A large number of books have been devoted to describing the results 
obtained through such simplifications (see e.g., [ 1 8 ] - [ 3 6 ] ) ,  in 
which the simplest forms of aircraft motion are analyzed when the 
deviations of all parameters from the nominal values are small. It 
is natural that the fundamental questions underlying the analysis 
here are those involving the stability of motion "in a small region" 
and, in certain instances, the study of transient conditions acted 
on by weak disturbances and small deflections of the control surfaces. 

In nonlinear formulation, only the plane motion of an aircraft 
in a longitudinal plane has been studied (see, e.g., [33]). F o r  a 
long time the dynamic characteristics of aircraft could have been 
evaluated satisfactorily by analyzing such simplified models of 
motion. However, the increase in speed and height of flight, which 
has been the reason for substantial changes in the geometric and 
inertial characteristics, has caused the characteristics of aircraft 
stability and controllability, to.be linearly dependent on the 
parameters of its motion, especially during maneuvers involving 
rolling. In particular, systems of instability have been discovered, 
theoretically and experimentally, which could not be defined by 
simplified analysis when all parameters of motion were assumed 
small. Such dynamic characteristics of maneuvering aircraft are 
associated with the existence of cross couplings between parameters, 
which are characteristic of longitudinal and lateral motion, thus 
making it impossible to separate the equations and requiring math- 
ematical expression in the analysis of nonlinear differential equa- 
tions. V . S .  Pyshnov [ 2 5 1  apparently was the first to give any 
attention to cross couplings between longitudinal and lateral motion. 
However, he studied only the slight interactions caused by the aero- 
dynamic cross couplings, which exert an insignificant influence on 
the motion of an aircraft relative to the center of mass. 

Theoretically the new effects were discovered with respect to /6 
the influence of so-called inertial cross coupling on the motion of 
an aircraft, especially during maneuvers at high rolling velocities. 
According to the foreign data, the first theoretical work in this 
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d i r e c t i o n  w a s  a p p a r e n t l y  t h a t  o f  P h i l l i p s . "  

A f t e r  s e v e r a l  a v i a t i o n  c a t a s t r o p h e s  i n v o l v i n g  A m e r i c a n  c r a s h e s " "  
t h e  c a u s e s  o f  w h i c h  w e r e  s o u g h t  i n  t h e  m a n i f e s t a t i o n  o f  i n e r t i a l  
c r o s s  c o u p l i n g s ,  i n t e r e s t  g r e w  i n  t h i s  p r o b l e m ,  t h u s  r e s u l t i n g  i n  
a l a r g e  a m o u n t  o f  p e r t i n e n t  r e s e a r c h  ( s e e  [ 3 7 1 - [ 5 9 ] ) ,  c o n c e r n e d  
m a i n l y  w i t h  s t a b i l i t y  c o n d i t i o n s  i n  t h e  s t e a d y  r o t a t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t  a t  h i g h  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s ,  a n d  a l s o  a n a l y s i s  o f  
c e r t a i n  d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  f o u n d  b y  c a l c u l a t i o n s  p e r f o r m e d  on 
s i m u l a t o r s .  

Q u i t e  d e t a i l e d  r e s u l t s  a r e  g i v e n  i n  t h e  work b y  P i n s k e r  [ 5 0 ]  
o n  d e t e r m i n i n g  v a l u e s  o f  t h e  m a x i m a l  d e f l e c t i o n s  by  a n g l e s  o f  a t t a c k  
a n d  s i d e  s l i p p i n g ,  o b t a i n e d  i n  s t u d y i n g  t h e  a n g l e  o f  t u r n  a t  a 
g i v e n  a n g l e  o f  b a n k .  A l l  t h e s e  r e s u l t s  h a v e  b e e n  p u b l i s h e d  i n  t h e  
f o r m  o f  i n d i v i d u a l  j o u r n a l  a r t i c l e s  a n d  i n d i v i d u a l  i s s u e s  o f  s u p p l e -  
m e n t s ,  t h e r e f o r e  t h e y  a r e  i n c o n v e n i e n t  t o  u s e  a n d  r e q u i r e  s y s t e m i z i n g  
a n d  u n i f y i n g .  

I n  s p i t e  o f  t h e  c o m p a r a t i v e l y  l o n g  d e v e l o p m e n t a l  h i s t o r y  o f  t h e  
t h e o r y  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  c e n t e r  o f  m a s s  t h e r e  i s  
s t i l l  n o  s u f f i c i e n t l y  c o m p l e t e  p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c  c h a r -  
a c t e r i s t i c s  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  m a n e u v e r s  w i t h  l a r g e  v a r i a t i o n s  
i n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n .  R . e s e a r c h ,  w h i c h  h a s  b e e n  c o n d u c t e d  i n  
s t u d y i n g  i n e r t i a l  c r o s s  c o u p l i n g s ,  h a s  c r e a t e d  a b a s e  on w h i c h  i t  
i s  p o s s i b l e  t o  c o n s t r u c t  a g e n e r a l  t h e o r y  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  r e l a -  
t i v e  t o  t h e  c e n t e r  o f  mass .  T o  some d e g r e e  s u c h  a n  a t t e m p t  i s  b e i n g  
made i n  t h i s  b o o k .  

F i r s t  l e t  u s  s a y  t h a t  t h e  p r o b l e m  o f  i n v e s t i g a t i n g  t h e  d y n a m i c s  
o f  a n  a i r c r a f t  i n  t h e  m o s t  g e n e r a l  f o r m u l a t i o n ,  when w e  l o o k  s i m u l -  
t a n e o u s l y  a t  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  b o t h  r e l a t i v e  t o  t h e  c e n t e r  
o f  mass a n d  t h e  m o t i o n  o f  i t s  c e n t e r  o f  mass ,  i s  q u i t e  c o m p l e x  a n d  
i s  n o t  a n a l y z e d  i n  t h i s  p a p e r .  I n  o u r  book  w e  h a v e  made a n  a t t e m p t  
t o  s o l v e  t h e  m o r e  m o d e s t  p r o b l e m  o f  i n v e s t i g a t i n g  t h e  q u a l i t a t i v e  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  c e n t e r  o f  mass 
on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t ,  f o r  t h e  t i m e  o f  s u c h  m o t i o n ,  t h e  m o t i o n  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  i t s  c e n t e r  o f  mass d o  n o t  v a r y ,  i . e . ,  i t s  s p e e d  
a n d  h e i g h t  o f  f l i g h t  a r e  a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t .  I n  a d d i t i o n  t o  
s i m p l i f y i n g  t h e  c o m p u t a t i o n s ,  a l l  f u n d a m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n s  a r e  
c o n d u c t e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s  o f  a n  
a i r c r a f t  a r e  l i n e a r  f u n c t i o n s  o f  t h e i r  own a r g u m e n t s .  I t  s h o u l d  b e  
n o t e d  t h a t  t h e s e  t w o  a s s u m p t i o n s ,  g e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  a r e  n o t  

~~ 

f : W . H .  P h i l l i p s ,  " E f f e c t  o f  S t e a d y  R o l l i n g  o n  L o n g i t u d i n a l  a n d  
D i r e c t i o n a l  S t a b i l i t y " ,  N A C A  T N ,  J u n e ,  1 9 4 8 .  

._ .. :*:.The f o r e i g n  p r e s s  n o t e d  t h a t ,  a s  a r e s u l t  o f  t h e  u n f a v o r a b l e  e f -  
f e c t  o f  i n e r t i a l  c r o s s  c o u p l i n g s ,  s e v e r a l  N o r t h  A m e r i c a n  S u p e r  S a b r e  
F - 1 0 0  a n d  a n  e x p e r i m e n t a l  p l a n e  ( t h e  B e l l  X - 2 )  w e r e  d e s t r o y e d  i n  
t h e  a i r .  
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/ 7  e x c e s s i v e l y  r e s t r i c t i v e ,  s i n c e  t h e  b a s i c  p u r p o s e  o f  t h e  work c o n -  - 
s i s t s  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  q u a l i t a t i v e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  s p a t i a l  
c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  u n d e r  o r d i n a r y  ( r a t h e r  t h a n  s p i n )  
f l y i n g  c o n d i t i o n s .  Wi th  s u c h  l i m i t a t i o n s ,  t h e  v a r i a b i l i t y  i n  f l y i n g  
c o n d i t i o n s  a n d  t h e  n o n l i n e a r i t y  of t h e  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s  
l e a d  m a i n l y  t o  a s l i g h t  q u a n t i t a t i v e  c h a n g e ,  h o w e v e r ,  t h e  q u a l i t a t i v e  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  m o t i o n  a r e  r e t a i n e d .  All t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  
i n  t h e  r e s e a r c h ,  a s  w e l l  a s  t h e  m e t h o d s ,  c a n  b e  e x t r a p o l a t e d  t o  t h e  
c a s e  o f  n o n l i n e a r  a e r o d y n a m i c s .  

S i n c e  t h e  m a j o r  a t t e n t i o n  i n  t h i s  r e s e a r c h  i s  d e v o t e d  t o  t h e  
d i s c o v e r y  o f  q u a l i t a t i v e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  m o t i o n ,  a l l  t h e  n u m e r i -  
c a l  r e s u l t s  a r e  m e r e l y  i l l u s t r a t i v e .  

A t  t h e  p r e s e n t  t i m e ,  d u e  t o  t h e  w i d e s p r e a d  u s e  of  s i m u l a t o r s  
a n d  e s p e c i a l l y  d i g i t a l  c o m p u t e r s ,  t h e  p r o b l e m s  i n v o l v e d  i n  f i n d i n g  
p r e c i s e  s o l u t i o n s  h a v e  b e e n  s u b s t a n t i a l l y  s i m p l i f i e d .  I n  t h i s  c a s e  
t h e  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  m e t h o d s ,  w h i c h  p e r m i t  a q u a l i t a t i v e  p i c t u r e  
t o  b e  f o u n d  o f  t h e  m o t i o n  ( e v e n  t h o u g h  a d m i t t e d l y  a p p r o x i m a t e ) ,  
i n c r e a s e s  s i n c e  s u c h  m e t h o d s  s u b s t a n t i a l l y  s i m p l i f y  t h e  s o l u t i o n  t o  
p r o b l e m s  by  a l l o w i n g  t h e  q u a l i t a t i v e  c h a r a c t e r  o f  t h e  r e s u l t s  t o  b e  
p r e d i c t e d  a n d  by r e d u c i n g  t h e  a m o u n t  o f  m a c h i n e  t i m e  n e c e s s a r y  f o r  
a n a l y z i n g  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t .  I n  t h i s  r e s p e c t  we may n o t e  
t h a t ,  a t  t h e  p r e s e n t  t i m e ,  t h e r e  i s  a p p a r e n t l y  n o  v a l u e  i n  c a r r y i n g  
o u t  d e t a i l e d  a p p r o x i m a t e  p a r a m e t r i c  c o m p u t a t i o n s  f o r  a n y  s p e c i f i c  
c a s e s  o f  m o t i o n ,  s i n c e  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  
i s  a m u l t i p a r a m e t r i c  o n e  a n d  r e q u i r e s  a l a r g e  a m o u n t  o f  c o m p u t a t i o n  
t o  d e v e l o p  s t a n d a r d  c a s e s .  The m e t h o d s  o f  m a t h e m a t i c a l  m o d e l i n g  
y i e l d  much g r e a t e r  p o t e n t i a l i t y  i n  t h i s  r e s p e c t .  

The p r o b l e m s  i n v o l v e d  i n  s t u d y i n g  t h e  m o t i o n  o f  s y m m e t r i c  
r o t a t i n g  m i s s i l e s  a r e  v e r y  s i m i l a r .  The p r o b l e m s  i n v o l v e d  i n  i n -  
v e s t i g a t i n g  t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  r o t a t i n g  a x i s y m m e t r i c  a r t i l -  
l e r y  s h e l l s  a n d  j e t - p r o p e l l e d  f i n n e d  m i s s i l e s  i n  l i n e a r i z e d  f o r m u -  
l a t i o n ,  h a v e  b e e n  s t u d i e d  by  a n y  number  o f  a u t h o r s  ( s e e  [60]-[62]), 
h o w e v e r  t h e  m a j o r  new p h e n o m e n a  i n  t h e  d y n a m i c s  o f  m i s s i l e s  h a v e  
b e e n  f o u n d  r a t h e r  r e c e n t l y  ( s e e  [ 6 3 ] - [ 7 6 1 ) .  T h e s e  phenomena  a r e  
r e l a t e d  t o  t h e  s o - c a l l e d  " r e s o n a n c e "  o f  l a t e r a l  o s c i l l a t i o n s  o f  a 
m i s s i l e  w i t h  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  a n d  a r i s e  when u n b a l a n c e d  
m o m e n t s ,  e i t h e r  a e r o d y n a m i c  or f r o m  t h r u s t  m i s a l i g n m e n t ,  a r e  p r e s e n t .  
I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  s u c h  r e s o n a n c e  p h e n o m e n a ,  i n  s e v e r a l  
c a ses  l e a d i n g  t o  a r e a l  l o s s  i n  s t a b i l i t y  o f  t h e  m i s s i l e ,  may a p -  
p e a r  when t h e  r o t a t i n g  f i n n e d  m i s s i l e s  a r e  i n  m o t i o n  a n d  a r e  n o t  
o b s e r v e d  i n  t h e  d y n a m i c s  o f  a r t i l l e r y  s h e l l s .  T h i s  e f f e c t  i s  d u e  
t o  t h e  phenomenon  o f  r e s o n a n c e  b e i n g  p o s s i b l e  o n l y  f o r  s t a t i c a l l y  
s t a b l e  m i s s i l e s  a n d  i m p o s s i b l e  f o r  s t a t i c a l l y  u n s t a b l e  m i s s i l e s ,  
i n  p a r t i c u l a r ,  f o r  a r t i l l e r y  s h e l l s ,  w h i c h  a r e  u s u a l l y  a e r o d y n a m i c a l -  
l y  u n s t a b l e .  

/ 8  T h i s  book  c o n s i s t s  o f  s e v e n  c h a p t e r s .  - 

The f i r s t  c h a p t e r  i s  d e v o t e d  t o  e q u a t i o n s  o f  s p a t i a l  m o t i o n  o f  
a n  a i r c r a f t ;  t h e y  a r e  s i m p l i f i e d  r e l a t i v e  t o  t h e  a b o v e - f o r m u l a t e d  
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p r o b l e m s  a n d  a r e  r e d u c e d  t o  d i m e n s i o n l e s s  f o r m .  

The s e c o n d  c h a p t e r  i n v o l v e s  a s t u d y  o f  t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  
o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  s t e a d y  r o t a t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  
a x i s .  I n  t h i s  c h a p t e r  we c i t e  c r i t e r i a  o f  s t a b i l i t y  a n d  a n a l y z e  t h e  
b o u n d a r i e s  o f  t h e  s t a b i l i t y  r e g i o n s  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t  
p a r a m e t e r s .  S u c h  a s t u d y  o f  m o t i o n  i s  e s s e n t i a l  i n  a n a l y z i n g  t h e  
more  g e n e r a l  c a s e s  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  i n v o l v i n g  a i l e r o n  c o n t r o l .  

The t h i r d  a n d  s u b s e q u e n t  c h a p t e r s  a r e  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  s p a t i a l  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  u s i n g  t h e  m e t h o d s  o f  t h e  q u a l i t a t i v e  t h e o r y  
o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  The t y p e s  o f  s i n g u l a r  p o i n t s  a r e  d e t e r -  
m i n e d  w i t h  v a r i o u s  c o n t r o l  s u r f a c e  d e f l e c t i o n  r a t i o s ;  c r i t e r i a  a r e  
g i v e n  for a p e r i o d i c  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  
s i n g u l a r  p o i n t s  a n d  t h e  c h a r a c t e r  o f  s u c h  m o t i o n  i s  a n a l y z e d .  

The l a s t  c h a p t e r  c i t e s  s e v e r a l  r e s u l t s  o f  s t u d y i n g  t h e  d y n a m i c s  
o f  s y m m e t r i c  r o t a t i n g  m i s s i l e s .  
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C H A P T E R  I 

E Q U A T I O N S  OF SPATIAL M O T I O N  OF A N  AIRCRAFT 

1. G e n e r a l  Comments.  E q u a t i o n s  o f  M o t i o n  f o r  S o l i d s .  

I n  t h i s  b o o k ,  a s  we n o t e d  i n  t h e  I n t r o d u c t i o n ,  we l o o k  a t  s e v -  /92? - 
e r a 1  c l a s s e s  o f  s p a t i a l  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a n d  a n a l y z e  i t s  
s t a b i l i t y  a n d  c o n t r o l l a b i l i t y .  We h a v e  n o t  s t u d i e d  t h e  m o t i o n  o f  
a n  a i r c r a f t  a l o n g  i t s  f l i g h t  p a t h .  A t  t h e  p r e s e n t  t i m e  t h e r e  h a v e  
b e e n  a n y  number  o f  m o n o g r a p h s  a n d  s p e c i a l  e d u c a t i o n a l  b o o k s  c o n -  
c e r n e d  w i t h  t h e  p r o b l e m s  o f  a n a l y z i n g  t h e  f l i g h t  p a t h s  o f  a n  a i r -  
c r a f t  ( s e e  [ 3 3 ] ,  [ 3 4 ] ,  [ 3 5 ] ,  e t c . ) .  I n  s t u d y i n g  t h e  f l i g h t  p a t h s  
w e  h a v e  d e v o t e d  o u r  g r e a t e s t  a t t e n t i o n  t o  s o l v i n g  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  w h i c h  f o l l o w  f r o m  t h e  t h e o r y  o f  momentum, ; . e . ,  
t o  s o l v i n g  t h e  f o r c e  e q u a t i o n s ,  a n d  h a v e  a n a l y z e d  t h e  e q u a t i o n s  o f  
m o m e n t s ,  a s  a r u l e ,  o n l y  f r o m  t h e  v i e w p o i n t  o f  a n  a p p r o x i m a t e  e v a l u -  
a t i o n  o f  t h e  r e q u i r e d  e f f i c i e n c y  o f  c o n t r o l s  or h a v e  n o t  s t u d i e d  
t h e m  a t  a l l .  

I n  c o r r e s p o n d e n c e  w i t h  t h e  b a s i c  p r o b l e m  f o r m u l a t e d  a b o v e ,  w e  
a r r i v e  a t  s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  a 
f o r m  w h i c h  i s  t h e  m o s t  c o n v e n i e n t  f o r  a n a l y z i n g  p r o b l e m s  o f  s t a b i l i t y  
a n d  c o n t r o l l a b i l i t y .  

We s h a l l  a s s u m e  t h a t  a n  a i r c r a f t  i s  a n  a b s o l u t e l y  r i g i d  b o d y  
w i t h  a c o n s t a n t  m a s s .  T h u s ,  we c a n  a s s u m e  t h a t  t h e  l i q u i d  p r o p e l -  
l a n t ,  w h i c h  o c c u p i e s  c o n s i d e r a b l e  s p a c e  i n  c e r t a i n  m o d e r n  a i r c r a f t ,  
w i l l  b e  f i x e d  i n  a p o s i t i o n  t h a t  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  o r i g i n a l  s t r a i g h t  
a n d  s t e a d y  f l i g h t  p a t h .  I n  s p e c i a l  c a s e s ,  when n e c e s s a r y ,  t h e  i n -  
f l u e n c e  o f  t h e  m o t i o n  o f  t h e  l i q u i d  i n  t h e  t a n k s  on t h e  s t a b i l i t y  
a n d  d y n a m i c s  o f  c o n t r o l l e d  m o t i o n  m u s t  b e  a n a l y z e d  s p e c i a l l y .  

We s h a l l  a s s u m e  t h a t  t h e  i n f l u e n c e  o f  s t r u c t u r a l  e l a s t i c i t y  
i s  e x p r e s s e d  o n l y  i n  t h e  v a l u e s  o f  t h e  r e s p e c t i v e  a e r o d y n a m i c  c h a r -  
a c t e r i s t i c s .  T h i s  i n f l u e n c e  c a n  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  q u a s i s t a t i c a l -  
l y  a c c o r d i n g  t o  t h e  mean v a l u e s  o f  t h e  d y n a m i c  h e a d s .  T h u s ,  we d o  
n o t  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  number  o f  d e g r e e s  o f  f r e e -  
dom c a u s e d  by  s t r u c t u r a l  e l a s t i c i t y .  When n e c e s s a r y  t h i s  c a n  b e  

“Numbers  i n  t h e  m a r g i n  i n d i c a t e  p a g i n a t i o n  i n  t h e  f o r e i g n  t e x t .  
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/ 10 - a l l o w e d  f o r  b y  m e t h o d s  w h i c h  a r e  s p e c i f i c  f o r  e a c h  g i v e n  p r o b l e m  
( p r o b l e m s  o f  s t u d y i n g  t h e  o p e r a t i o n  o f  a u t o m a t i c  e q u i p m e n t ,  s t u d y i n g  
f l u t t e r ,  e t c . ) .  

To s o l v e  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  
we m u s t  d e f i n e  t h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
i n  w h i c h  t h e  s t u d y  w i l l  b e  c o n d u c t e d .  

L e t  u s  l o o k  a t  t h e  f o l l o w i n g  c o o r -  
d i n a t e  s y s t e m s :  

( a )  A s  t h e  r e f e r e n c e  c o o r d i n a t e  
s y s t e m ,  w h i c h  i s  f i x e d  r e l a t i v e  t o  i n -  
e r t i a l  s p a c e ,  l e t  u s  t a k e  t h e  s o - c a l l e d  
g e o d e s i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  OoXoYoZo 
w h e r e  t h e  a x i s  i s  o r i e n t e d  v e r t i c a l l y  
w i t h  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  u p w a r d .  
The a x i s  Ooxo c a n  b e  d i r e c t e d  h o r i z o n -  

9 9 9 9 ’  

9 9  
t a l l y  a n d  i t s  o r i e n t a t i o n  c a n  b e  c h o s e n  

f e a s i b l e  t o  u s e  t h e  d i r e c t i o n  o f  f l i g h t  
F i g .  1.1 a r b i t r a r i l y ;  h o w e v e r  i t  i s  u s u a l l y  

o f  t h e  a i r c r a f t .  The o r i g i n  o f  t h i s  s y s t e m  c a n  b e  s e t  a t  a c e r t a i n  
g i v e n  p o i n t  on t h e  e a r t h ‘ s  s u r f a c e  0; ( F i g .  1.1). I n  t h i s  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  m e a s u r e  t h e , l i n e a r  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
r e l a t i v e  t o  t h e  E a r t h  ( ; . e . ,  t h e  f l i g h t  p a t h  o f  i t s  c e n t e r  o f  m a s s ) ;  

( b )  L e t  u s  s e l e c t  a c e n t r a l  g e o d e s i c  c o o r d i n a t e  s y s t e m  O g X g  
Y g Z g  s u c h  t h a t  i t s  a x e s  a r e  p a r a l l e l  t o  t h e  a x e s  o f  t h e  f i x e d  r e f e r -  
e n c e  g e o d e s i c  s y s t e m ;  t h e  o r i g i n  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  c e n t e r  o f  mass 
o f  t h e  a i r c r a f t  ( s e e  F i g .  1.1) a n d  moves i n  a f o r w a r d  d i r e c t i o n  
w i t h  i t .  

( c )  L e t  u s  s e l e c t  t h e  s o - c a l l e d  s y s t e m  o f  f i x e d  c o o r d i n a t e  
a x e s ,  l o c a l i z e d  w i t h  t h e  a i r c r a f t ,  a n d  p l a c e  i t s  o r i g i n  i n  t h e  c e n t e r  
o f  mass o f  t h e  a i r c r a f t .  T h i s  c o o r d i n a t e  s y s t e m  n o t  o n l y  moves w i t h  
t h e  a i r c r a f t  b u t  t u r n s  w i t h  i t  a s  w e l l .  We s h a l l  r e t u r n  t o  t h e  
p r o b l e m  o f  o r i e n t i n g  t h e  a x e s  o f  t h i s  s l i d i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
somewha t  l a t e r .  

The e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t ,  a s  a s o l i d ,  c a n  b e  o b -  
t a i n e d  f r o m  t h e  l a w s  o f  c o n s e r v a t i o n  o f  momentum a n d  moment o f  
momentum. We c a n  t h u s  d i v i d e  t h e  e q u a t i o n s  i n t o  t w o  g r o u p s ,  o n e  o f  
w h i c h  d e s c r i b e s  t h e  m o t i o n  o f  t h e  c e n t e r  o f  mass o f  a n  a i r c r a f t  a n d  
t h e  o t h e r  - t h e  m o t i o n  a b o u t  t h e  c e n t e r  o f  mass.  I n  v e c t o r  f o r m  
t h e s e  e q u a t i o n s  c a n  b e  w r i t t e n  a s  f o l l o w s :  

a n d  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a b o u t  t h e  c e n t e r  o f  /II 
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I 
... . 

m a s s  c a n  b e  w r i t t e n  a s :  

I n  t h e s e  e q u a t i o n s  w e  h a v e  u s e d  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s :  

V i s  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  of a n  a i r c r a f t  a b o u t  a n  i n e r t i a l  
s p a c e  ( a x e s  0 0 ~ 0 ~ 0 ~ 0 ) ;  

g g g g  
i s  t h e  v e c t o r  o f  e x t e r n a l  f o r c e s  a c t i n g  on t h e  a i r c r a f t ;  - 

- G i s  t h e  g r a v i t y  v e c t o r ;  
K i s  t h e  moment v e c t o r  o f  momentum of  a n  a i r c r a f t ;  
fl i s  t h e  moment v e c t o r  o f  e x t e r n a l  f o r c e s  a b o u t  t h e  ten- 

t e r  o f  m a s s  o f  a n  a i r c r a f t .  

I t  i s  m o s t  c o n v e n i e n t  t o  c o n d u c t  our a n a l y s i s  o f  t h e  m o t i o n  o f  
a n  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  t h e  c e n t e r  o f  m a s s  i n  a s l i d i n g  c o o r d i n a t e  
s y s t e m .  H e r e  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  m o t i o n  o f  a s o l i d ,  e s p e c i a l l y  
t h e  f o r w a r d  a n d  a n g u l a r  s p e e d s  o f  m o t i o n ,  m u s t  b e  d e t e r m i n e d  i n  a 
s l i d i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m .  T h u s ,  i n  c a r r y i n g  o u t  t h e  d i f f e r e n t i a -  
t i o n  i n  e q u a t i o n s  ( l . l a )  a n d  ( l . l b )  w e  m u s t  u s e  t h e  f o r m u l a  f o r  t h e  
t o t a l  d e r i v a t i v e  of t h e  v e c t o r ,  g i v e n  by  v e c t o r  a n a l y s i s ,  t h a t  i s  
d e f i n e d  t h r o u g h  t h e  d e r i v a t i v e  r e l a t i v e  t o  t h e  s l i d i n g  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  a n d  t h e  v e c t o r  o f  t h e  a n g u l a r  r o t a t i o n a l  v e l o c i t y  o f  t h e  
s l i d i n g  a x e s  R ,  i n  t h e  f o r m  

(1.2) 

w h e r e  [ ] i s  t h e  s y m b o l  w h i c h  d e n o t e s  t h e  t o t a l  d e r i v a t i v e ;  

i s  t h e  v e c t o r ,  t h a t  i s  d e f i n e d  i n  t h e  s l i d i n g  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  by  p r o j e c t i o n s  a a y ,  a ,  o n  t h e  s l i d i n g  a x e s  OXYZ 
a n d  b y  t h e  u n i t  v e c t o r s  , J ,  k ;  

s l i d i n g  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e  a x e s  r e l a t i v e  t o  t h e  f i x e d  s y s -  
t e m  w i t h  p r o j e c t i o n s  w w w on t h e  s l i d i n g  a x e s .  

- 
R i s  t h e  v e c t o r  o f  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  

x’ y ’  z 
- 

By u s i n g  t h e  v e c t o r  p r o d u c e  R x A ,  w e  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h a t  
c o m p o n e n t  o f  c h a n g e  i n  t h e  s l i d i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  o f  t h e  v e c t o r  
d e r i v a t i v e  K, w h i c h  i s  c a u s e d  by  r o t a t i o n  o f  t h e  s l i d i n g  a x e s .  
F o r m u l a  ( 1 . 2 )  c a n  o t h e r w i s e  b e  w r i t t e n  i n  e x p a n d e d  f o r m :  

(1.3) 
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I f  we b e a r  i n  mind  t h e  f o r m u l a  for d i f f e r e n t i a t i o n  (1.3), f r o m  /12 
t h e  f i r s t  v e c t o r  e q u a t i o n  ( l . l a >  w e  f i n d  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  f o r  - 
t h e  m o t i o n  o f  t h e  c e n t e r  o f  mass o f  a n  a i r c r a f t  i n  p r o j e c t i o n s  on 
t h e  s l i d i n g  a x e s :  

We c a l l  t h i s  g r o u p  o f  e q u a t i o n s  t h e  e q u a t i o n s  o f  f o r c e .  We 
u s e  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s  i n  t h e m :  

OXY2 i s  t h e  s y s t e m  o f  s l i d i n g  c o o r d i n a t e  a x e s ,  i n  w h i c h  t h e  

Rx, R y ,  RZ a r e  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  e x t e r n a l  f o r c e s ,  a c t i n g  

Gx,Gy, GZ a r e  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  g r a v i t y  o n  t h e  a x e s  O X Y Z .  

The m o t i o n  o f  a s o l i d  ( a n  a i r c r a f t )  r e l a t i v e  t o  t h e  c e n t e r  o f  

m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  s t u d i e d ;  

o n  t h e  a i r c r a f t ;  

mass i s  d e s c r i b e d  by t h e  s e c o n d  v e c t o r  e q u a t i o n  ( 1 . 1 b ) .  

From t h e o r e t i c a l  m e c h a n i c s  w e  know ( s e e  C 9 1 ,  [lo]) t h a t  p r o -  
j e c t i o n s  of t h e  v e c t o r  o f  t h e  k i n e t i c  moment on t h e  s l i d i n g  a x e s  
c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

(1.5) 

The f i r s t  s i m p l i f i c a t i o n  o f  e q u a t i o n s  ( 1 . 5 )  i s  d u e  t o  t h e  
e x i s t e n c e  o f  a p i t c h i n g  p l a n e  i n  p r a c t i c a l l y  a l l  t y p e s  o f  a i r c r a f t .  
I f  w e  s e l e c t  t h e  a x e s  OXY s u c h  t h a t  t h e y  l i e  i n  t h e  p i t c h i n g  p l a n e  
o f  t h e  a i r c r a f t ,  w e  f i n d  t h a t  J,, = J y z  = 0 .  From e x p r e s s i o n  ( l . l b ) ,  
i f  we u s e  e q u a t i o n s  ( 1 . 5 )  a n d  c a r r y  o u t  t h e  d i f f e r e n t i a t i o n  b y  
t a k i n g  ( 1 . 3 )  i n t o  a c c o u n t ,  w e  f i n d  t h e  s e c o n d  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  
€or t h e  m o t i o n  o f  a s o l i d ,  h a v i n g  a p i t c h i n g  p l a n e :  

M,; 
(1.6) 
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We c a l l  t h i s  g r o u p  of e q u a t i o n s  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o m e n t s .  

2 .  E q u a t i o n s  o f  M o t i o n  f o r  an  A i r c r a f t  i n  D i m e n s i o n a l  Form 

I n  u s i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  g i v e n  a b o v e  f o r  a s o l i d ,  t o  - /13 
d e s c r i b e  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  t h e y  m u s t  b e  s u p p l e m e n t e d  b y  
s p e c i f i c  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  e x t e r n a l  f o r c e s  a n d  moments  a c t i n g  o n  
t h e  a i r c r a f t  as  w e l l  as  by e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  f o r c e s  o f  g r a v i t y .  
To o b t a i n  t h e s e  s u p p l e m e n t a r y  d a t a ,  w e  m u s t  i n  t u r n  i n t r o d u c e  a 
d e f i n i t e n e s s  i n t o  t h e  o r i e n t a t i o n  of  t h e  s l i d i n g  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e  
a x e s  r e l a t i v e  t o  t h e  a i r c r a f t .  

I n  s t u d y i n g  t h e  d y n a m i c s  a n d  a e r o -  
d y n a m i c s  o f  a i r c r a f t  t h e r e  a r e  m a i n l y  
t w o  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  w h i c h  a r e  o r d i -  
n a r i l y  u s e d :  t h e  s o - c a l l e d  b o d y - s y s t e m  
o f  c o o r d i n a t e s  a n d  t h e  s e m i f i x e d  s y s -  
t e m .  The s e m i f i x e d  c o o r d i n a t e  s y s t e m  
OXYZ, w h e r e  t h e  a x i s  OX i s  d i r e c t e d  
a l o n g  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  when i3 = 0 ,  
h a s  b e e n  u s e d  m o s t  w i d e l y  i n  d e v e l o p i n g  
a n d  a n a l y z i n g  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s  
f o r  e x p e r i m e n t s  i n  w i n d  t u n n e l s .  Such  
c h o i c e  i s  d u e  i n  l a r g e  m e a s u r e  t o  t h e  

F i g .  1 . 2 .  p e c u l i a r i t i e s  o f  m e a s u r i n g  f o r c e s  a n d  
moments  u s i n g  a e r o d y n a m i c  b a l a n c e ,  s e t  

up i n  a g i v e n  m a n n e r  r e l a t i v e  t o  t h e  c u r r e n t  o f  a i r  i n  t h e  wind  
t u n n e l .  I n  s t u d y i n g  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  i n  s e m i f i x e d  a x e s  
we c a n  u s e  t h e  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s  o b t a i n e d  i n  s u c h  t e s t s  i n  
w i n d  t u n n e l s  w i t h  n o  c o n v e r s i o n .  The a r r a n g e m e n t  o f  s e m i f i x e d  a x e s  
a n d  t h e  m a i n  c h a r a c t e r i s t i c  d i r e c t i o n ,  s e l e c t e d  on t h e  a i r c r a f t  i n  
t h e  f o r m  o f  a mean a e r o d y n a m i c  c h o r d  or o f  a c e r t a i n  a x i s  on t h e  
f u s e l a g e ,  i s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e  1 . 2 .  

However t h e  s y s t e m  o f  s e m i f i x e d  c o o r d i n a t e  a x e s  h a s  t h e  same 
d i s a d v a n t a g e  t h a t  t h e  i n e r t i a l  moments  of t h e  a i r c r a f t ,  c o m p u t e d  
r e l a t i v e  t o  s u c h  a x e s ,  d e p e n d  on t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a n d  c o n s e q u e n t -  
l y  a r e  v a r i a b l e  v a l u e s ,  t h u s  c o m p l i c a t i n g  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  
o f  m o t i o n .  T h e s e  d i s a d v a n t a g e s  a r e  l a c k i n g  i n  t h e  b o d y - s y s t e m  o f  
c o o r d i n a t e s ,  f i x e d  r e l a t i v e  t o  t h e  a i r c r a f t  i n  w h i c h  t h e  i n e r t i a l  
moments  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k .  

The l o c a t i o n  o f  t h e  a x e s  OXlYlZl r e l a t i v e  t o  t h e  a i r c r a f t  i s  
s e e n  o n  F i g u r e  1 . 2 .  I n  a b o d y - s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  t h e  e q u a t i o n s  
o f  m o t i o n  a p p e a r  m o s t  s i m p l y ,  i f  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x e s  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  a r e  t a k e n  f o r  t h e  a x e s  OXlY1Zl. For t h e  m a j o r i t y  o f  d y n a m i c  - / 1 4  
p r o b l e m s  t h e  b o d y - s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e  a x e s  i s  p h y s i c a l l y  t h e  m o s t  
j u s t i f i e d  s i n c e  t h e  m e a s u r i n g  i n s t r u m e n t s ,  t h e  c o n t r o l  g a u g e s  a n d  
e v e n  t h e  p i l o t  h i m s e l f  a r e  i n  a b o d y - s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  a n d  r e -  
a c t  t o  i t s  m o t i o n .  We make o u r  s t u d i e s  i n  t h i s  b o o k ,  o n  t h e  b a s i s  
o f  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n s ,  i n  a b o d y - s y s t e m  o f  c e n t r a l  c o o r d i n a t e  
a x e s ,  w h e r e b y  w e  t a k e  t h e  m a j o r  a x e s  o f  i n e r t i a .  However  i n  t h i s  

5 



case  i t  i s  e s s e n t i a l  t h a t  t h e  a e r o d y n a m i c  f o r c e s  a n d  moments  o b t a i n e d  
i n  t h e  w i n d  t u n n e l s  b e  c o n v e r t e d  t o  o t h e r  a x e s .  

The a e r o d y n a m i c  f o r c e s  a n d  moments  
w h i c h  a r e  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  
t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  d e p e n d  o n  
h e i g h t  a n d  s p e e d  o f  f l i g h t ,  a n g l e s  o f  
a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p ,  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  
o f  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  a n d  a r e  
i n d e p e n d e n t  of  i t s  o r i e n t a t i o n  r e l a t i v e  
t o  t h e  E a r t h .  O n l y  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  

t h e  s l i d i n g  c o o r d i n a t e  s y s t e m  d e p e n d  
, o n  t h e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  c r a f t  r e l a -  

t i v e  t o  t h e  E a r t h .  To l o c a t e  t h e s e  
p r o j e c t i o n s  i t  i s  e s s e n t i a l  t o  i n t r o -  
d u c e  a n g l e s  w h i c h  d e f i n e  t h e  o r i e n t a -  
t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  t h e  
E a r t h .  The o r i e n t a t i o n  o f  t h e  f i x e d  
a x e s  r e l a t i v e  t o  t h e  g e o d e s i c  c o o r d i -  
n a t e  a x e s  OX Y Z a r e  u s u a l l y  d e t e r -  

y ,  whose  m e a n i n g  i s  o b v i o u s  f r o m  t h e  
m e t h o d  o f  s e q u e n t i a l  t u r n s  o f  t h e  f i x e d  a x e s  r e l a t i v e  t o  t h e  a x e s  
OXgYgZg u s e d  t o  f i n d  t h e m .  

fi g r a v i t y  (Gx, Gy, G z )  o n  t h e  a x e s  o f  

F i g .  1 . 3 .  m i n e d  by u s i n g  g g a  t e E u l e r  a n g l e s  9 ,  $ ,  

T h e  c o u r s e  a n g l e  $ ( a n g l e  o f  yaw)  i s  d e f i n e d  a s  t h e  a n g l e  
b e t w e e n  a g i v e n  r e f e r e n c e  d i r e c t i o n  ( a x i s  0 x 9 )  a n d  t h e  p r o j e c t i o n s  
of  t h e  b o d y  a x i s  OX1 o n  t h e  h o r i z o n t a l  p l a n e .  

The a n g l e  b e t w e e n  t h e  b o d y  a x i s  O X 1  a n d  t h e  h o r i z o n t a l  p l a n e  
i s  t e r m e d  t h e  a n g l e  o f  p i t c h  a n d  i s  d e n o t e d  b y  8. 

A s  t h e  a n g l e  o f  b a n k  we u n d e r s t a n d  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  v e r t -  
i c a l  p l a n e ,  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  a x i s  0x1,  a n d  t h e  b o d y  a x i s  OY1 o f  
t h e  a i r c r a f t .  

F i g u r e  1 . 3  s h o w s  a s y s t e m  o f  a x e s  O X g Y g Z g  t h a t  i s  f i x e d  r e l a -  
t i v e  t o  t h e  E a r t h  a n d  a s y s t e m  o f  a x e s  O X l Y l Z l  t h a t  i s  f i x e d  w i t h  
t h e  a i r c r a f t .  We s h a l l  a s s u m e  t h a t  t h e  s y s t e m s  o f  c o o r d i n a t e  
a x e s  a r e  s u p e r i m p o s e d  a t  t h e  o r i g i n .  We show how b y  s e q u e n t i a l  
t u r n s  o f  t h e  b o d y  a x e s  w e  c a n  o b t a i n  t h e  E u l e r  a n g l e s  i n t r o d u c e d  

c a n  b e  made r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  OY f o r  t h e  h e a d i n g  $ ( $  c o r r e s p o n d s  
w i t h  t h e  a x i s  Oyg); t h e  s e c o n d  c a n  %e made r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  O Z '  
a t  a n  a n g l e  a (  8 c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  a x i s  02') a n d  f i n a l l y  t h e  t h i r d  
t u r n  c a n  b e  made r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  0x1 a t  a n  a n g l e  y ( y  c ? r r e -  
s p o n d s  w i t h  t h e  a x i s  0 x 1 ) .  By p r o j e c t i n g  t h e  v e c t o r s  $ ,  8 ,  y ,  w h i c h  
a p p e a r  a s  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r  o f  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  t h e  
m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  t h e  f i x e d  c o o r d i n a t e  s y s t e m  f o r  
t h e  b o d y  a x e s  o f  t h e  c r a f t ,  we f i n d  t h e  c o u p l i n g  e q u a t i o n s  b e t w e e n  
t h e  E u l e r  a n g l e s  a n d  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  o f  t h e  b o d y  a x e s :  

a b o v e  ( s e e  F i g .  1 . 3 ) .  The f i r s t  t u r n  o f  t h e  s y s t e m  of b ? d y  a x e s  /15 
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. .  
U J , ~  = y -)- sin 8; 

tU=~+cos8cosy+9:sin y; 

tuz = 8 cos y - 1 ;  cos &.sin y. 

s i n  8 - s i n  II, cos 8 

I .. 

cos 8 cos y cos il, sin y +- 
+ s i n  II, s i n  3 c o s y  

cos  I), cos y - - cos 8 s i n  7 
- s i n  il, s i n  8 s i n  y 

(1.7) 

By s o l v i n g  t h e s e  e q u a t i o n s  r e l a t i v e  t o  t h e  d e r i v a t i v e s  i ,  4 
a n d ; ,  w e  f i n d  t h e  k i n e m a t i c  r e l a t i o n s h i p s  w h i c h  c o u p l e  t h e  d e r i v a -  
t i v e s  o f  t h e  E u l e r  a n g l e s  a n d  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  v e c t o r  o f  a n g u -  
l a r  v e l o c i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  on t h e  b o d y  a x e s  

U s i n g  t h e  E u l e r  a n g l e s ,  a n d  t h e  e x p r e s s i o n s  g i v e n  i n  T a b l e  1 
for t h e  d i r e c t i o n  c o s i n e s ,  i t  i s  e a s y  t o  f i n d  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  
p r o j e c t i o n s  o f  g r a v i t y  on t h e  b o d y  a x e s  

G,= - G sin 8; 

G,= G cos B sin y. 
G,= - G C O S ~ C O S ~ ;  (1.9) 

- cos + c o s  8 

- c o s +  s i n  8 c o s y  + 
+ s i n  + . s i n  y 

cos + s i n  8 s i n  y + 
+ s i n  + c o s  y 

OZ, 

I t  t h e n  f o l l o w s  t o  n o t e  t h a t  e q u a t i o n s  ( 1 . 8 )  h a v e  s i n g u l a r i t y  /16 
a t  t h e  a n g l e  o f  p i t c h  8 -f ~ / 2 ,  s i n c e  i n  s u c h  case  t h e  v a l u e s  9 c o s  
8- f  0 .  I n  t h o s e  c a s e s  when i t  i s  n e c e s s a r y  t o  s t u d y  t h e  m o t i o n  a t  

- 
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- .. . . . . ... .... 

9-t v / 2 ,  we m u s t  t a k e  t h i s  s i n g u l a r i t y  i n t o  a c c o u n t  a n d  d e t e r m i n e  
t h e  E u l e r  a n g l e s  i n  a n o t h e r  m a n n e r ,  or s i m p l y  c o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n s  
w i t h o u t  s i n g u l a r i t i e s .  S u c h  e q u a t i o n s ,  i n  p a r t i c u l a r ,  a r e  f o u n d  
i n  t h e  work by  S h i l o v  C171. 

I n  o r d e r  t h a t  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  (1.4), (1.6) b e  i n t e -  
g r a t e d ,  w e  m u s t  a d d  t o  t h e m  t h e  e q u a t i o n  of  c h a n g e  i n  a l t i t u d e  a n d  
a i r  d e n s i t y  i n  t h e  p r o c e s s  o f  a i r c r a f t  m o t i o n :  

d H  
df 
- = C', sin B + V ,  cos 8 cos 1' - I/, cos 8 sin y ;  

a =eoe-AH, (1.10) 

- 
1 w h e r e  A i s  a c o n s t a n t  e q u a l  t o z -  

1 0 0 0  [&I ; 

p o  i s  t h e  d e n s i t y  o f  a i r  a t  H = 0 .  

We m u s t  a l s o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  
p r o j e c t i o n s  o f  f l y i n g  s p e e d  o n  t h e  b o d y  a x e s ,  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  
a a n d  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  B ( s e e  F i g .  1 . 2 ) :  

i vx== V cos u cos 8; 
V,= - Vsin u cos B; 
V,= V sin B, 

(1.11) 

w h e r e  V i s  t h e  t o t a l  f l y i n g  s p e e d .  

R e l a t i o n s h i p s  (1.11) c a n  b e  a s s u m e d  a s  a d e f i n i t i o n  f o r  t h e  
a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p ,  f r o m  w h i c h  i t  f o l l o w s  t h a t  by  t h e  
a n g l e  O f  a t t a c k  - c1 w e  mean t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  
v e l o c i t y  v e c t o r  V o f  t h e  a i r c r a f t  o n  i t s  p i t c h i n g  p l a n e  a n d  i t s  a x i s  
OX1 ( a  > 0 ,  when t h e  a x i s  0x1 i s  l o c a t e d  a b o v e  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  
t h e  v e l o c i t y  v e c t o r ,  s e e  F i g .  1 . 2 ) .  The a n g l e  o f  s i d e  s l i p  B i s  
d e f i n e d  a s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  a n d  t h e  p i t c h i n g  
p l a n e  OXlYl o f  t h e  a i r c r a f t  ( B  > 0 i f  t h e  a i r c r a f t  f l i e s  w i t h  t h e  
r i g h t  w i n g  " f o r w a r d " ) .  

Below w e  s h a l l  a n a l y z e  o n l y  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t ,  t h e r e f o r e  we a s s u m e  t h a t  t h e r e  a r e  n o  d i s t u r b a n c e s  i n  t h e  
a t m o s p h e r e .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  f l y i n g  s p e e d  a n d  t h e  u p - s t r e a m  v e l o c ;  

1 8 0 ° .  
i t y  a r e  r e c i p r o c a l l y  e q u a l  a n d  d i f f e r  i n  d i r e c t i o n  by  a n  a n g l e  o f  /17 

L e t  u s  i n t r o d u c e  t h e  a e r o d y n a m i c  f o r c e s  a n d  moments  t h r o u g h  
t h e i r  d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t s a  a n d  o n c e  more  r e w r i t e  t h e  f o r c e  

;?In f u t u r e - s e c t i o n s  , t h e  i n d e x  ttl" i n  t h e  d i m e n s i o n l e s s  c o e f f i c i e n t s  
w i l l  b e  o m i t t e d  f o r  b r ' e v i t y .  
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and moment equations: 

J 

where Pen is the engine thrust, comprising the angle $ with the 
axis 0x1 ?we now assume + = 0 ) .  

As we know, the coefficients of aerodynamic 
in the general case are expressed in the form of 

(1.13) 

forces and moments 
functional depend- 

ences of the kinematic parameters of motion and the parameters'which 
define the flight path 

c , , ~ , ~  0 r mx.g,z=F (a ,  P, 6 ~ 6 .6 . ( o x ,  coy, wz. M, Re). (1.14) 
a e r  

In relationships (1.14) we use the definitions: M = Mach 
number; Re = V g b ~ / ~  = .the Reynolds number. 

This last group of parameters (M,Re) characterizes the initial 
flight path, therefore in analyzing the stability or controllable 
motions, these parameters may be taken as constant values. In 
analyzing the stability of motion with fixed controls it follows 

surfaces 6,, 6,, 6r. The effect of the angular velocities on the 
force coefficients, though some does exist, is not large and has 
been insufficiently studied. Thus, we can write the following basic 
functions, which are advisable to take into account in studying 
the motion of an aircraft relative to the center of mass: 

also to take as constants the angles of deflection of the control /18 
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(1.15) 

C o n s e q u e n t l y ,  i n  t h e  g e n e r a l  c a se  o f  m o t i o n ,  o n  t h e  r i g h t -  
h a n d  s i d e  o f  e a c h  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  f o r c e s  a n d  moments  a r a t h e r  
c o m p l e x  f u n c t i o n  i s  c o n t a i n e d  w h i c h  a s  a r u l e  c a n  b e  d e t e r m i n e d  on 
t h e  b a s i s  o f  a p p r o x i m a t i o n s  o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  The t o t a l  s y s t e m  
o f  e q u a t i o n s  o f  s p a t i a l  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  o b t a i n e d  i s  q u i t e  
c o m p l e x  a n d  i n  g e n e r a l  f o r m  c a n  b e  s o l v e d  o n l y  o n  c o m p u t e r s .  How- 
e v e r  t o  o b t a i n  a n s w e r s  t o  t h e  w h o l e  s e r i e s  o f  q u e s t i o n s  i t  i s  n e c e s -  
s a r y  o n l y  t o  s o l v e  t h e  s i m p l i f i e d  e q u a t i o n s .  E x a m p l e s  o f  s u c h  
s i m p l i f i c a t i o n s  a r e  t h e  d i v i s i o n  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  i n t o  l o n g i t u d i n a l  
a n d  l a t e r a l  m o t i o n  a n d  t h e  f u r t h e r  s u b d i v i s i o n  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  
m o t i o n  i n t o  s h o r t - r a n g e  a n d  l o n g - r a n g e .  S u c h  a n  a p p r o a c h  t o  a n a l y z -  
i n g  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  i s  p o s s i . b l e  when t h e  d e v i a t i o n s  
f r o m  t h e  o r i g i n a l  f l i g h t  p a t h  a r e  s m a l l  a n d  t h e  e q u a t i o n s  c a n  b e  
l i n e a r i z e d .  

3 .  L i n e a r i z a t i o n  o f  t h e  E q u a t i o n s  o f  M o t i o n  f o r  an A i r c r a f t .  
C o n d i t i o n s  f o r  D i v i d i n g  t h e  T o t a l  S y s t e m  o f  

E q u a t i o n s  i n t o  I n d e p e n d e n t  S y s t e m s .  

I n  a n a l y z i n g  a n y  e n g i n e e r i n g  p r o b l e m ,  p r o p e r l y  c h o s e n  a s s u m p -  
t i o n s  w h i c h  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  m o s t  e s s e n t i a l  f a c t o r s ,  p e r m i t  
o b t a i n i n g  a s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  t h a t  i s  more 
s i m p l e  t h a n  t h e  o r i g i n a l  o n e .  

L e t  u s  l i n e a r i z e  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
g i v e n  a b o v e .  Then l e t  t h e r e  e x i s t  a c e r t a i n  s o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  
o f  e q u a t i o n s  o b t a i n e d  a b o v e .  We s h a l l  a s s u m e  t h a t  t h i s  s o l u t i o n  
w i l l  c o r r e s p o n d  t o  a c e r t a i n  s t e a d y  f l i g h t  p a t h  

The m o t i o n  or t h e  s t a t e  o f  e q u i l i b r i u m ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  /19 
t h i s  s o l u t i o n  w i l l  b e  t e r m e d  u n d i s t u r b e d  m o t i o n .  A c c o r d i n g  t o  t h e  
u s u a l l y  a c c e p t e d  m e t h o d  o f  l i n e a r i z a t i o n  w e  s h a l l  a s s u m e  t h a t  t h e  
d i s t u r b e d  m o t i o n  i s  d e t e r m i n e d  by s m a l l  i n c r e a s e s  i n  t h e  b a s i c  
p a r a m e t e r s  t o w a r d  t h e i r  u n d i s t u r b e d  v a l u e s ,  ? . e . ,  V = V O  + AV, c1 = 
" 0  + A", . . . ,  e t c .  The r e a s o n  f o r  t h e  d i s t u r b e d  m o t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t  may b e  s m a l l  c h a n g e s  i n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  s m a l l  d e f l e c -  
t i o n s  i n  t h e  c o n t r o l s  or a n y  o t h e r  s m a l l .  d i s t u r b a n c e s .  
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L e t  u s  e x p a n d  t h e  f u n c t i o n s  i n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e  
e q u a t i o n s  of  s y s t e m s  ( 1 . 1 2 )  a n d  (1.13) i n t o  a s e r i e s  f o r  t h e  b a s i c  
k i n e m a t i c  p a r a m e t e r s  o f  t h e  m o t i o n  a n d  r e t a i n  o n l y  t h o s e  t e r m s  
w h i c h  c o n t a i n  f i r s t - o r d e r  d e r i v a t i v e s .  

The c o n d i t i o n  o f  s m a l l n e s s  o f  t h e  d e v i a t i o n s  p e r m i t s  a s s u m i n g  
t h a t  t h e  s i n e s  o f  t h e  i n c r e a s e  f o r  a l l  a n g l e s  a r e  e q u a l  t o  t h e  a n g l e  
i t s e l f  a n d  t h e  c o s i n e s  a r e  e q u a l  t o  u n i t y .  A s  a r e s u l t  o f  t h e  
s m a l l n e s s  o f  t h e  a n a l y z e d  r e f e r e n c e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  
t h i s  a s s u m p t i o n  may b e  a p p r o x i m a t e l y  e x p a n d e d  t o  t h e i r  o r i g i n a l  
v a l u e s .  From t h e  a b o v e ,  i n  p a r t i c u l a r ,  i t  f o l l o w s  t h a t  

V,= V; V,= - V a ;  V,= Va. (1.16) 

I n  l i n e a r i z i n g  t h e  f o r c e s  a n d  moments  a c t i n g  o n  t h e  a i r c r a f t ,  
w e  m u s t  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h a t  t h e  l i n e a r i z a t i o n  i s  made a t  t h e  
p o i n t  o f  e q u i l i b r i u m ,  w h i c h  i n  t h i s  ca se  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  s t r a i g h t  
a n d  s t e a d y  f l i g h t  w i t h  n o  s i d e  s l i p .  From t h e  e x i s t e n c e  o f  a 
p i t c h i n g  p l a n e  o f  t h e  a i r c r a f t  XlOY1, i t  f o l l o w s  t h a t  a l l  d e r i v a t i v e s  
o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  moment a n d  f o r c e s  a c t i n g  i n  t h i s  p l a n e ,  a c c o r d i n g  
t o  t h e  k i n e m a t i c  p a r a m e t e r s  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  n o n s y m m e t r i c  p a r t  
o f  t h e  m o t i o n  ( 8 ,  wx, uY)¶ w i l l  b e  e q u a l  t o  z e r o .  

A n a l o g o u s l y ,  a l l  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  " a s y m m e t r i c "  f o r c e s  
a n d  moments  a c c o r d i n g  t o  t h e  p a r a m e t e r s  w h i c h  c h a r a c t e r i z e  t h e  
m o t i o n  i n  t h e  p i t c h i n g  p l a n e  o f  t h e  a i r c r a f t ,  w i l l  a l s o  b e  i d e n t i c a l -  
l y  e q u a l  t o  z e r o  i n  t h e  r a n g e  b e l o w  t h e  c r i t i c a l  a n g l e s  o f  a t t a c k ,  
i . e . ,  u n t i l  t h e  f l o w  o c c u r s  w i t h o u t  s e p a r a t i o n .  

I f  w e  d r o p  t h e  t e r m s  a b o v e  t h e  f i r s t  o r d e r  o f  s m a l l n e s s  a n d  
b e a r  i n  mind  t h e  e q u a t i o n  o f  e q u i l i b r i u m  o f  f o r c e s  a n d  moments  f o r  
t h e  s t r a i g h t  a n d  s t e a d y  f l i g h t ,  w e  f i n d  t h e  f a m i l i a r  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  of a n  a i r c r a f t  i n  t h e  v a r T a t i o n s :  

( 1 . 1 7 a )  
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I n  t h e s e  e q u a t i o n s  f o r  b r e v i t y  we o m i t  t h e  s i g n  o f  t h e  i n c r e -  
m e n t  A ,  a n d  t h e  p a r a m e t e r s  of  t h e  o r i g i n a l  u n d i s t u r b e d  m o t i o n  a r e  
d e n o t e d  by t h e  i n d e x  “ z e r o ” .  

A s  w e  c a n  s e e ,  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  g i v e n  h e r e  c a n  b e  
d i v i d e d  i n t o  t w o  s y s t e m s  w h i c h  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  o n e  a n o t h e r  ( 1 . 1 7 a )  
a n d  ( 1 . 1 7 b ) .  One o f  t h e m ,  s y s t e m  ( l . l 7 a ) ,  d e s c r i b e s  t h e  c h a n g e  i n  
p a r a m e t e r s  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  V y ,  V ,  w z ;  
t h e  o t h e r  s y s t e m ,  ( l . l 7 b ) ,  d e s c r i b e s  t h e  c h a n g e  i n  p a r a m e t e r s  o f  
t h e  l a t e r a l  m o t i o n  wx, w y ,  y a n d  V z .  

C o n s e q u e n t l y ,  t h e  s o - c a l l e d  l o n g i t u d i n a l  d i s t u r b e d  m o t i o n  
i n  t h e  v e r t i c a l  p l a n e  c a n  b e  d i s t i n g u i s h e d  f r o m  t h e  l a t e r a l  d i s -  
t u r b e d  m o t i o n  ( r o l l i n g  a n d  y a w i n g  a t  a c o n s t a n t  f l y i n g  s p e e d  V O  a n d  
a c o n s t a n t  a n g l e  o f  a t t a c k  a o ) .  E a c h  o f  t h e s e  m o t i o n s  i s  d e s c r i b e d  
b y  a s y s t e m  o f  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  f o u r t h  o r d e r ;  t o  
f i n d  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e s e  e q u a t i o n s  w e  m u s t  f i n d  t h e  r o o t s  o f  t h e  
a l g e b r a i c  e q u a t i o n  o f  f o u r t h  o r d e r  a n d  d e t e r m i n e  t h e  i n d e p e n d e n t  
c o n s t a n t s  f o r  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  The a n a l y t i c a l  m e t h o d s  f o r  
a d i s t u r b e d  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  t h i s  f o r m u l a t i o n  h a v e  b e e n  
d e v e l o p e d  q u i t e  w e l l  a n d  i n  d e t a i l  ( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  book  by  
V . N .  M a t v e y e v  C311). 

I n  t h e  same i n s t a n c e  when i t  i s  n e c e s s a r y  t o  l o o k  a t  t h e  
c o n t r o l l e d  f l i g h t  o f  a n  a i r c r a f t  w h i c h  may b e  a c c o m p a n i e d  by  t h e  
d e v e l o p m e n t  o f  h i g h  a n g u l a r  v e l o c i t i e s ,  w e  m u s t  r e t a i n  i n  t h e  e q u a -  
t i o n s  o f  m o t i o n  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  w h i c h  c o n t a i n  t h e  a n g u l a r  
v e l o c i t i e s .  L e t  u s  w r i t e  t h e  e q u a t i o n s  f o r  s m a l l  a a n d  8 .  

We i n t r o d u c e  f i r s t  t h e  s u p p l e m e n t a l  r e l a t i o n s h i p  f o r  t h e  
a n g l e  o f  a t t a c k :  

a=a tal, m 
(1.18) 

w h e r e  a m  i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  a x i s  o f  t h e  a i r c r a f t ,  c o r r e s p o n d -  
i n g  t o  z e r o  l i f t ,  a n d  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s  ( a m  > 0 ,  when OX1 l i e s  
a b o v e  t h e  a x i s  o f  z e r o  l i f t ) .  I n  s u c h  d e f i n i t i o n s  t h e  a n g l e  o f  
a t t a c k  a1 i s  m e a s u r e d  f r o m  t h e  a x i s  w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  z e r o  l i f t ’ :  

;?The i n d e x  “1” w i l l  now b e  o m i t t e d - .  

12 



I f  w e  s u b s t i t u t e  r e l a t i o n s h i p  (1.18) i n t o  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( 1 . 1 7 a )  
a n d  ( 1 . 1 7 b )  a n d  c a r r y  o u t  t h e  n e c e s s a r y  t r a n s f o r m a t i o n s ,  w e  f i n d  /21 

(1.20) S 
m 

v= - (  c, - cp) q - - g sin 8. 

I n  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  (1.19) we u s e  t h e  t i m e  d i f f e r e n -  
t i a t i o n  a s  t h e  p o i n t  a n d  t h e  a e r o d y n a m i c  f o r c e s  a n d  moments  a p p e a r  
a s  t h e  b a s i c  l i n e a r  t e r m s  o f  t h e  s e r i e s  e x p a n s i o n  for t h e  p a r a m e t e r s  
o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t .  I n  t h i s  c a s e  w e  t a k e  t h e  f o l l o w i n g  
d e f i n i t i o n s :  

(1.21) 



Expression (1.21) includes the derivatives of the aerodynamic /22 - - 
etc., which are determined through use of the a wz 

z B  ' coefficients m z b ,  m 
following formulas: 

(1.22) 

The necessity of such a conversion of the derivatives of the 
longitudinal stability is due to the fact that the quantity 2 is 
taken, rather than b A ,  in the equations of spatial motion as the 
characteristic linear scale, as was done in computing the derivatives 
of the stability for an isolated longitudinal motion and in analyzing 
the results of wind-tunnel experiments. 

4 .  E q u a t i o n s  o f  M o t i o n  o f  a n  A i r c r a f t  i n  D i m e n s i o n l e s s  Form 

To obtain a good generality of the results from the equation 
of motion of an aircraft it is advisable to convert to dimension- 
less form. To reduce the equations to dimensionless form let us 
introduce the following variables": 

time scale T ~ ;  

dimensionless angular velocities w j ;  
dimensionless 

relative aircraft density p ;  - 
inertial moments of the aircraft ij; 

Let us note t.hat the parameters - r m ,  p and the coefficient 
2 / 2 V ,  used in computing L j ,  coincide with the analogous parameters 
used in reducing the equations of lateral motion to dimensionless 
form (see, for example, C181, E191 and C 3 4 1 ) .  

"To reduce the total system of equations to dimensionless form, 
let us use the value of the wing span in the future as the char- 
acteristic scale. 
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In transforming the equations of longitudinal motion to 
dimensionless form the values ' I ~  and 1 ~ -  are usually computed by using 
the mean aerodynamic chords (b , )  as the characteristic scale, which 
must be borne in mind in analyzing the total system of equations 
of motion cited below. 

Using relationships (1.231, let US transform Equation (1.19) - /23 
into dimensionless form. Transformation of Equations (1.19) to 
dimensionless form can be carried out for the general case of air- 
craft flight at a constant height ( p  = const) by taking into ac- 
count the variable flying speed. Change in the flying speed is 
described by Equation (1.20) in which the value (cX-ep) for simpli- 
fication of analysis is assumed to be constant. Let us introduce 
the dimensionless time 'I using the following diffe.rentia1 equation: 

df = T,,, dz,  (1.24) 

where the value 'I, is a variable due to change in the value of the 
flying speed V .  In carrying out the transformation we must consider 
the following rule of differentiation: 

( 1 . 2 5 )  

As a result of the simple transformations, and taking Equations 
( 1 . 2 4 )  and (1.25) into account, we find the equations of motion for 
an aircraft in dimensionless form (the bar indicates differentiation 
by dimensionless time T ) :  

( 1 . 2 6  1 
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( 1 . 2 6 )  

I n  t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 1 . 2 6 )  w e  u s e  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i -  / 2 4  
t i o n s :  

( 1 . 2 7 )  

For many p r o b l e m s  i n  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t ,  t h e  e f f e c t  
o f  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s  o n  t h e  d i s t u r b e d  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
r e l a t i v e  t o  t h e  c e n t e r  o f  m a s s  i s  s m a l l .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h i s  r e -  
f e r s  t o  t h e  ca se  when s h o r t - r a n g e  m o t i o n  i s  a n a l y z e d .  H o w e v e r ,  
t h e  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s  d e t e r m i n e  t h e  l o n g i t u d i n a l  t r i m  o f  a n  
a i r c r a f t  a n d  t h e r e f o r e  m u s t  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  i n  t h e  o r i g i n a l  
u n d i s t u r b e d  m o t i o n .  I n  t h i s  l a t t e r  c a s e ,  t h e  f o r m  o f  E q u a t i o n s  
( 1 . 2 6 )  i s  p r a c t i c a l l y  c o n s t a n t ,  o n l y  ci ( t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  i n  
h o r i z o n t a l  f l i g h t )  m u s t  b e  a d d e d  t o  cim!'ifid w e  m u s t  t a k e  i n t o  a c c o i n t  
t h a t  Q a n d  6, a r e  i n c r e a s e s  i n  t h e  r e s p e c t i v e  v a r i a b l e s  w i t h  r e -  
s p e c t  t o  t h e i r  v a l u e s  i n  h o r i z o n t a l  f l i g h t .  

I n  v i e w  o f  t h e  f a c t  t h a t  i n  t h e  f u t u r e  w e  s h a l l  a n a l y z e  t h e  
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  i n  d i m e n s i o n l e s s  f o r m  a t  a c o n s t a n t  f l y i n g  s p e e d ,  
when ex = e p ,  l e t  u s  r e w r i t e  t h e m  a g a i n  t a k i n g  t h e  comments  made 
a b o v e  i n t o  a c c o u n t  a n d  o m i t t i n g  t h e  g r a v i t a t i o n a l  t e r m s :  
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(1.28) 

( 1 . 2 9 )  

The c o n v e n i e n c e  o f  t h e  d i m e n s i o n l e s s  f o r m  o f  t h e  e q u a t i o n s  c o n -  / 2 5  
s i s t s  e s p e c i a l l y  i n  t h e  f a c t  t h a t  w i t h o u t  s o l v i n g  E q u a t i o n s  ( 1 . 2 6 )  
w e  c a n  m a k e  s e v e r a l  g e n e r a l  c o n c l u s i o n s .  I n  p a r t i c u l a r ,  f r o m  t h e  
e q u a t i o n s  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  v a l u e  1-1 i s  t h e  o n l y  p a r a m e t e r  i n  t h e  
s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 1 . 2 6 )  ( i f  a h . f  = c o n s t )  w h i c h  d e p e n d s  on t h e  
f l i g h t  p a t h .  The val.iie 1-1 i s  d e t e r m i n e d  b y  h e i g h t  a n d  i s  i n d e p e n d e n t  
o f  f l y i n g  s p e e d .  Hence  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  q u a l i t a t i v e  p i c t u r e  o f  
t h e  a i r c r a f t  m o t i o n  a c t e d  on by  d i s t u r b a n c e s ,  a n d  w i t h  c o n t r o l ,  
d e p e n d s  o n l y  on h e i g h t  o f  f l i g h t  a n d  i s  i n d e p e n d e n t  o f  s p e e d .  The 
e f f e c t  o f  t h e  h e i g h t  o f  f l i g h t  on t h e  q u a l i t a t i v e  p i c t u r e  o f  m o t i o n  
i s  m a n i f e s t e d  o n l y  t h r o u g h  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  a e r o d y n a m i c  c o e f -  
f i c i e n t s  on t h e  M number  ( o r  t h r o u g h  c h a n g e  i n  a h s f . ) .  The b a s i c  
e f f e c t  o f  t h e  f l y i n g  s p e e d  i s  e x p r e s s e d  i n  t h e  c h a n g e  i n  t i m e  s c a l e .  
F o r  e x a m p l e ,  when U h . f .  = c o n s t ,  t h e  f r e q u e n c y  o f  o s c i l l a t i o n s  a n d  
d a m p i n g  t i m e  d e p e n d  on f l y i n g  s p e e d ,  b u t  t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n ,  
t h e  v a l u e  o f  t h e  d i m e n s i o n l e s s  d e c r e m e n t  o f  d a m p i n g ,  t h e  n u m b e r  a n d  
f o r m s  o f  t h e  p o i n t s  o f  r e s t  o f  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  
e t c . ,  a r e  i n d e p e n d e n t  t h e r e o f  ( t h i s  i s  a l l  t r u e  w i t h  t h e  s i n g l e  
s t i p u l a t i o n s  t h a t  t h e  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  
t h e  f l y i n g  s p e e d ) .  

- 
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E q u a t i o n s  ( 1 . 2 6 )  a r e  n o n l i n e a r  e q u a t i o n s  w i t h  c o n s t a n t  c o e f -  
f i c i e n t s  e v e n  f o r  t h e  ca se  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  a t  a v a r i a b l e  s p e e d .  
I n  t h i s  c a se  t h e  v a r i a b i l i t y  of s p e e d  i s  m a n i f e s t e d  i n  t h e  c h a n g e  
i n  t h e  c o e f f i c i e n t s  of d a m p i n g  d u e  t o  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  c o e f f i -  
c i e n t  (ex - e ) a n d  i n  t h e  c h a n g e  i n  t i m e  s c a l e .  W i t h  t r a n s i t i o n  
t o  dimensions'!? t i m e  w e  m u s t  u s e  t h e  f o l l o w i n g  d e p e n d e n c e  o f  t o n  T :  

(1.30) 

T o  f i n d  t h e  d e p e n d e n c e  b e t w e e n  t a n d  T i n  e x p l i c i t  f o r m ,  l e t  
u s  t r a n s f o r m  E q u a t i o n  ( 1 . 2 9 )  i n t o  a new v a r i a b l e  T :  

( 1 . 3 1 )  

A f t e r  i n t e g r a t i n g  E q u a t i o n  ( 1 . 3 1 )  w i t h  (ex - ep) = c o n s t ,  w e  f i n d :  - / 2 6  

( 1 . 3 2 )  

And f i n a l l y  b y  s u b s t i t u t i n g  ( 1 . 3 2 )  i n t o  ( 1 . 3 0 )  a n d  i n t e g r a t i n g  we 
f i n d  t h e  f o r m u l a  f o r  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t o n  T :  

( 1 . 3 3 )  

I t  i s  e a s y  t o  p r o v e  t h a t  when (ex - ep) -f 0 ,  F o r m u l a  ( 1 . 3 3 )  
i n  t h e  l i m i t  c o n v e r t s  t o  t h e  i d e n t i t y  (t E ~ 0 ~ ~ 0 ) .  

From t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 1 . 2 6 )  i t  i s  i m m e d i a t e l y  c l e a r  
t h a t  t h e  a c c e l e r a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  ( f l i g h t  when e > ex) i n c r e a s e s  
t h e  d a m p i n g  o f  t h e  o s c i l l a t i o n s ,  i . e . ,  i t  a f f e c t s  t h e  s t a b i l i z i n g  
o s c i l l a t i o n s ,  a n d  t h e  d r a g  (e < ex) ( d e s t a b i l i z i n g  o s c i l l a t i o n s ) ,  
i . e .  , w i t h  f l i g h t  a t  a d e c r e a g i n g  s p e e d  t h e  e f f e c t i v e  d a m p i n g  a l s o  
d e c r e a s e s .  A l l  t h e s e  c o n c l u s i o n s  a r e  f o u n d  f o r  t h e  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  t h a t  a r e  p r a c t i c a l l y  p r e c i s e ,  i n  p a r t i c u l a r  t h e  e q u a t i o n s  o f  
s h o r t - r a n g e  l o n g i t u d i n a l  m o t i o n  a n d  t h e  e q u a t i o n s  o f  l a t e r a l  m o t i o n .  
I n  t h e s e  c a s e s  t h e  s o l u t i o n s  for t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  
f l i g h t  a t  v a r i a b l e  s p e e d  c a n  b e  w r i t t e n  i n  e x p l i c i t  f o r m .  

P 
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5 .  A p p r o x i m a t e  C l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  M o t i o n s  o f  a n  A i r c r a f t ,  
About  t h e  L o n g i t u d i n a l ,  L a t e r a l  and  V e r t i c a l  Axes . 

B e f o r e  w e  b e g i n  a s t u d y  of  t h e  f e a t u r e s  o f  s p a t i a l  m o t i o n  o f  
a n  a i r c r a f t ,  l e t  u s  b e a r  i n  mind  s e v e r a l  r e s u l t s  w h i c h  p e r t a i n  t o  
t h e  s o - c a l l e d  i s o l a t e d  l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  m o t i o n s .  

L e t  u s  l o o k ,  a s  a n  e x a m p l e  o f  t h e  i n i t i a l  u n d i s t u r b e d  m o t i o n ,  
a t  t h e  s t e a d y  h o r i z o n t a l  f l i g h t  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h o u t  r o l l i n g  ( V o  = 

o v e r  a s h o r t  s e g m e n t  o f  t i m e .  I n  t h i s  c a s e  w e  c a n  i g n o r e  t h e  c h a n g e  
i n  f l y i n g  s p e e d  ( d V / d t  E 0 ) .  A s  w a s  shown  a b o v e ,  w i t h  s m a l l  d i s t u r b -  
a n c e s ,  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  i t s  p i t c h i n g  p l a n e  ( a b o u t  t h e  
a x i s  021) d o e s  n o t  d e p e n d  o n  i t s  m o t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  a x e s  OX1 
a n d  OY1, a n d  t h e  m o t i o n  a b o u t  t h e  a x e s  0x1 a n d  OY1 d o e s  n o t  d e p e n d  
o n  t h e  m o t i o n  a b o u t  t h e  a x i s  021. T h i s  m e a n s  t h a t  t o  s t u d v  t h e  
p r o p e r t i e s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  s m a l l  d i s t u r b a n c e s  we 
c a n  l o o k  s e p a r a t e l y  a t  t h e  i s o l a t e d  l o g i t u d i n a l  a n d  i s o l a t e d  l a t e r a l  
m o t i o n s ,  w h i c h  a r e  d e s c r i b e d  r e s p e c t i v e l y  b y  t h e  f o l l o w i n g  t w o  g r o u p s E  
o f  e q u a t i o n s :  

c o n s t ,  H O  = c o n s t ,  0 0  = 0 )  a n d  s t u d y  t h e  d i s t u r b e d  m o t i o n  o n l y  

(1.34) 

( 1 . 3 5 )  

The p r o p e r t i e s  o f  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e s e  t w o  s y s t e m s  o f  e q u a -  
t i o n s  h a v e  b e e n  a n a l y z e d  i n  d e t a i l  i n  many p a p e r s  ( s e e ,  f o r  e x a m p l e ,  
C 1 8 1 ,  C191, C 3 4 1 ) ,  t h e r e f o r e  we s h a l l  l o o k  a t  t h e m  o n l y  i n s o f a r  
a s  t h e y  a r e  n e e d e d  f o r  f u r t h e r  d i s c u s s i o n .  
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A .  I s o l a t e d  L o n g i t u d i n a l  Motion. 

E q u a t i o n s  ( 1 . 3 4 )  c a n  b e  e a s i l y  r e d u c e d  t o  a s i n g l e  e q u a t i o n  
o f  s e c o n d  o r d e r ,  w h i c h  d e s c r i b e s  t h e  c h a n g e  i n  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  
a n g l e  o f  a t t a c k  o f  a n  a i r c r a f t  ( t h e  e q u a t i o n  f o r  w z  h a s  a n  a n a l o g o u s  
f o r m ) :  

( 1 . 3 6 )  

The f o l l o w i n g  i n e q u a l i t i e s  a r e  t h e  c o n d i t i o n s  for t h e  a p e r i o d i c  
a n d  o s c i l l a t i o n a l  s t a b i l i t y  o f  t h e  s o l u t i o n s  t o  E q u a t i o n  ( 1 . 3 6 ) :  

( 1 . 3 7 )  

(1.38) 

The s o l u t i o n  t o  E q u a t i o n  ( 1 . 3 6 )  for a n  a i r c r a f t  p o s s e s s i n g  /28 
s t a t i c  s t a b i l i t y ,  u s u a l l y  h a s  a f o r m  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  o s c i l l a -  
t i o n a l  c h a r a c t e r  of t h e  m o t i o n  a n d  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m :  

a(T).=e-‘’. A,(a(O), a‘(O)).cos [ ; O ~ - k ~ ~ ( a ( 0 ) ,  a’(0)1, ( 1 . 3 9 )  

w h e r e  

A 1  a n d  $ 0  a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s ,  d e p e n d i n g  on t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  a ( 0 )  a n d  a ’ ( 0 ) .  

S i n c e  t h e  v a l u e  5 i s  u s u a l l y  n o t  h i g h ,  t h e  d i s t u r b e d  m o t i o n  
b y  a n g l e  o f  a t t a c k  t h e n  h a s  a n  o s c i l l a t i o n a l  c h a r a c t e r  w i t h  a n  

2 0  



I IIR- 

o s c i l l a t i o n  p e r i o d  d e t e r m i n e d  b e t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a - :  

A f t e r  c o n v e r s i o n  t o  d i m e n s i o n a l  v a l u e s  t h e  a p p r o x i m a t e  e x p r e s -  
s i o n  for t h e  p e r i o d  o f  l o n g i t u d i n a l  o s c i l l a t i o n s  Ta c a n  b e  
r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m :  

r 

(1.40) 

A s  f o l l o w s  f r o m  E q u a t i o n  (1.361, w i t h  d e f l e c t i o n  o f  t h e  e l e v a t o r ,  
a f t e r  d a m p i n g  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n ,  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  o f  
t h e  a i r c r a f t  v a r i e s  by  t h e  v a l u e  n a b ,  w h i c h  i s  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  
t o  

(1.41) 

B .  I s o l a t e d  L a t e r a l  M o t i o n .  

From t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  (1.35) i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  < s o -  
l a t e d  l a t e r a l  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  s m a l l  d i s t u r b a n c e s  i s  
d e s c r i b e d  by  a s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  f o u r t h  o r d e r ,  
a n d  c o n s e q u e n t l y  d e p e n d s  on t h e  f o u r  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
e q u a t i o n .  The c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  u s u a l l y  c o n t a i n s  a p a i r  o f  
c o m p l e x - c o n j u g a t e  r o o t s ,  w h i c h  r e p r e s e n t  t h e  y a w i n g  m o t i o n  o f  t h e  
a i r c r a f t ;  o n e  n e g a t i v e  r o o t ,  w h i c h  i s  l a r g e  i n  a b s o l u t e  v a l u e ,  
r e p r e s e n t s  t h e  r o l l i n g  m o t i o n  a n d  o n e  r e a l  r o o t ,  w h i c h  i n  t h e  g e n e r -  
a l  c a s e  i s  p o s i t i v e  a n d  s m a l l  i n  a b s o l u t e  v a l u e ,  i s  n e g a t i v e  a n d  
r e p r e s e n t s  t h e  s o - c a l l e d  s p i r a l  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t ,  c a u s e d  i n  

g r a v i t y  d u r i n g  r o l l i n g .  S i n c e  w e  a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  f u t u r e  i n  
r a t h e r  r a p i d  m o t i o n s ,  t h e  s p i r a l  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t ,  w h i c h  i s  
slow, w i l l  n o t  b e  s t u d i e d  a n d  i n  E q u a t i o n s  ( 1 . 3 5 )  w e  h a v e  s e t  go = 
0 .  I n  t h i s  s i m p l i f i c a t i o n  t h e  s l o w  r o l l i n g  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  
i s  n o t  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  a n d  t h e  a i r c r a f t  i s  n e u t r a l l y  s t a b l e  
w i t h  r e s p e c t  t o  r o l l i n g .  

f i r s t  o r d e r  by  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  s i d e  s l i p  d u e  t o  t h e  e f f e c t  o f  /29 

T o  f i n d  t h e  s i m p l e  q u a l i t a t i v e  r e l a t i o n s k i p s  l e t  u s  make 
a d d i t i o n a l  s i m p l i f i c a t i o n s  o f  E q u a t i o n s  (1.35), ? . e . ,  l e t  u s  s e t  
t h e  f o l l o w i n g  c o e f f i c i e n t s  e q u a l  t o  z e r o :  

I - 
)=;;Eox =o; 

h . f .  Y 
(a, +a 

E>= z+ 0. 
(1.42) 
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W i t h  s u c h  s i m p l i f i c a t i o n s  t h e  s o l u t i o n  to t h e  e q u a t i o n  f o r  c h a n g e  
i n  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  of a n  a i r c r a f t  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  
a n g u l a r  v e l o c i t y  a n d  t h e  a n g l e  o f  b a n k ,  a n d  t h e  e q u a t i o n  i t s e l f  c a n  
b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m :  

( 1 . 4 3 )  

i . e . ,  i t  i s  f u l l y  a n a l o g o u s  t o  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  i s o l a t e d  l o n g i -  
t u d i n a l  m o t i o n  ( 1 . 3 6 ) .  

The c o n d i t i o n s  o f  t h e  a p e r i o d i c  a n d  o s c i l l a t i o n a l  s t a b i l i t y  
o f  t h e  s o l u t i o n s  a r e  w r i t t e n  e x a c t l y  a s  ( 1 . 3 7 )  a n d  ( 1 . 3 8 ) :  

( 1 . 4 4 )  

( 1 . 4 5 )  

The y a w i n g  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  h a s  a n  o s c i l l a t i o n a l  c h a r a c -  
t e r  w i t h  a n  o s c i l l a t i o n  p e r i o d  d e t e r m i n e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  a p p r o x i -  
ma te  f o r m u l a ,  w r i t t e n  i n  d i m e n s i o n a l  f o r m :  

( 1 . 4 6 )  

We c a n  a p p r o x i m a t e l y  l o o k  a l s o  a t  t h e  i s o l a t e d  d i s t u r b e d  r o l l i n g  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w h i c h  i s  w r i t t e n  by  s a t i s f y i n g  E q u a t i o n s  
( 1 . 4 2 )  i n  t h e  f o l l o w i n g  s i m p l i f i e d  e q u a t i o n :  

The s o l u t i o n  t o  E q u a t i o n  ( 1 . 4 7 )  when 6 = 6 a = 0 i s  r e p r e s e n t e d  i n  / 3 0  
t h e  f o r m  o f  a n  e x p o n e n t i a l  t i m e  f u n c t i o n  a n d  i s  s t a b l e  i n  t h o s e  
ca ses  when Ezx 0. 

- 

X 

The r e s u l t s  w h i c h  p e r t a i n  t o  t h e  p r o p e r t i e s  o f  i s o l a t e d  l o n g i -  
t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  m o t i o n s ,  a r e  f u l l y  s u f f i c i e n t  f o r  f u r t h e r  
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studies of spatial motion. 

6 .  C h a r a c t e r i s t i c s  a n d  B a s i c  P r o b l e m s  o f  t h e  Dynamics  
o f  M o t i o n  o f  Modern A i r c r a f t .  

With what then are the characteristics of spatial motion of 
an aircraft associated in comparison with the isolated motions? 
Mathematically these characteristics are due to the equations in 
the general case of spatial motion not being separated since the 
motions of an aircraft relative to the major inertial axes 0x1, 
OY1 and 0 2 1  are interrelated. If the motion relative to the axis 
O Z 1  is determined to be longitudinal and relative to the axes OX1 
and OY1 to be lateral then with spatial motion we can speak of an 
interaction or interrelationship between the longitudinal and 
lateral motions. The reasons for such an interaction are several 
and all of them exert some influence on the motion of the aircraft. 
We can determine the following basic forms of the interaction of 
longitudinal and lateral motions of an aircraft: aerodynamic, 
kinematic, inertial and also the interaction caused by the effect 
of the gyroscopic moment of the engine. 

A. Aerodynamic Interaction 

By the aerodynamic interaction we mean the effect of the de- 
pendence of the aerodynamic derivatives of the stability of the 
lateral motion on the parameters of the longitudinal motion, in 
first order on the angle of attack a ,  and the aerodynamic derivatives 
of the longitudinal motion on the parameters of the lateral motion 
(for example, on the angle of side slip 8 ) .  

Above (see Section 3) the basic system of equations of dis- 
turbed motion was simplified by linearization. The linearization 
was carried out relative to the parameters of the original steady 
and straight flight without sid.e slip. The retention in the ex- 
pansion of only first order terms of smallness was one of the 
conditions for the existence of separation of the equations. How- 
ever, as noted above, the dependence of the aerodynamic forces and 
moments on the parameters of motion in fact has a more complex 
character, especially with nonsymmetric flight (for example, during 
flight involving side slip) or the presence of rather large dis- 
turbances. In this latter case we must take into account the de- 
pendence of the rolling moment and the yawing moment not only on 
the angle of side slip, angular rolling and yawing velocities, but 
also on the angle of attack. Thus, for example, in studying the 

1 

rolling moment (or its coefficient) we took in Section 3 /31 

In studying the original system B o  = 0, under the condition of 
small disturbances, such an approximation for the rolling moment 
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corresponds to the real picture to a sufficient degree. In the 
same case, when the disturbances reach large values, we can never 
ignore the effect of the angle of attack on the rolling moment in 
the presence of the angle of side slip, since in certain instances 

variations in the angle of attack may 
change even the sign of the rolling 
moment during side slip. Figure 1.4 
shows examples of the dependences of 
the derivatives of the moments of r o l l  
and yaw, according to the angle of side 
slip, on the angle of attack. From 
Figure 1.4 it is obvious that a more 
precise approximation of the rolling 
moment may be obtained if we introduce 
the following relationships: 

am 6 

da 
m!= ni!o+ L a .  

Analogous dependences can be cited 
for the coefficients of the yawing 
moment (Fig. 1.5) and the coefficient 
of aileron efficiency; the coefficients 

Fig. 1.4. of the lateral force depend less on the 
angle of attack and in such case such 
precision is virtually not required. 

For the coefficients of the longitudinal moment, taking into 
account the disturbances which are insignificant in value may also 
produce the necessity for introducing approximations which allow 
for the effect of side slip. Such an approximation may be made 
only approximately, 

and analogously for the lift 

a t  However in practice the effect of side slip on the derivatives mZ 
and cy” is small. 

In allowing for the dependences mentioned above, the principles - /32 
of separating the system of equations of the disturbed motion into 
two independent systems, which describe the longitudinal and the 
lateral disturbed motions, is disrupted. Thus, the more accurate 
approximation of the aerodynamic coefficients indicates the presence 
of an aerodynamic interaction between the lateral and the longitudinal 
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motions. The terms of the equations which determine its interaction 
are nonlinear. Consequently, in the general case account is taken 
of the aerodynamic interaction, thus leading to the necessity of 
solving the system of nonlinear equations that is necessary to do 
even if computers are used. In the following sections we shall 
look at several problems where the manifestation of the aerodynamic 
interaction is substantial. In each, if it is taken into account, 
we shall make special stipulations. 

1/ 
/ 

Fig. 1.5. 

B .  Kinematic Interaction 

When an aircraft enters strongly into a r o l l ,  when its axis 
0x1 practically retains an unchanged position in space, a simul- 
taneous change in the angle of attack and the angle of side slip 
of the aircraft occurs. This is due to the appearance of a kine- 
matic interaction of motions. To clarify this type of interaction, 
let us look at a simplified diagram of the motion of an aircraft 
during rolling. 

We shall assume that the axis of the aircraft OX1 and the 
vector of the flying speed 7 retain a constant position in space 
and the aircraft begins to change the angle of bank. Then during 
rolling y = 90 ' .  the angle of attack of the aircraft a 0  "changes" 
to the angle of side slip 6, and when y = 180°, 6 = 0 ,  a = - a o ,  
etc. (Fig. 1.6). The terms which determine the kinematic inter- 
action enter into the equations for a '  and 6 ' .  

Let us obtain the results written above from the equations of 
motion. For this, in the equations for a and 6, let us omit all 
terms which determine the forward motion of the OX1 axis, i.e., 
let us set equal to zero all terms other than f3Exp and -cxwLcp. We 
find the following system of equations: 

- 

I a'+P (Wxy)=0; 

F' -a  (oxy) = 0; 

y' = pox. 

- 
- (1.48) 
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I n s t e a d  o f  pLx,  l e t  u s  s u b s t i t u t e  t h e  v a l u e  y' e q u a l  t o  i t ,  a n d  
t r a n s f o r m  E q u a t i o n s  ( 1 . 4 8 )  i n t o  t h e  f o r m  

I a' + By' (z) = 0; 
p' - ay' (T) = 0. (1.49) 

I t  i s  e a s y  t o  f i n d  d i r e c t  p r o o f  t h a t  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  s y s -  
t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 1 . 4 9 )  f o r  t h e  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  y ( ~ )  a n d  t h e  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a ( 0 )  = " 0 ,  B ( 0 )  = 0 h a s  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

a (T) =a, cos 1'; 
p (T) = a, sin y ,  

(1.50) 

? . e . ,  CI a n d  B i n  t h e  a s s u m p t i o n s  made a b o v e  c o n c e r n i n g  t h e  c o n s t a n c y  
o f  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  0x1 a x i s  i n  s p a c e  a r e  p e r i o d i c  f u n c t i o n s  
o f  t h e  a n g l e  o f  b a n k  y .  

y = O  +YO0 y = 180" 

F i g .  1 . 6 .  

I n  t h e  g e n e r a l  c a s e  t h e  0x1 a x i s  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  o f  r o l l i n g  
o f  t h e  a i r c r a f t  i s  s h i f t e d  a n d  r o t a t e d  i n  s p a c e  a n d  t h e  c h a n g e s  i n  
t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  h a v e  a m o r e  c o m p l e x  c h a r a c t e r .  
H o w e v e r ,  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  m o t i o n ,  a n d  a l s o  d u r i n g  t u r n i n g  o f  
t h e  a i r c r a f t  a t  v e r y  h i g h  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  o f  r o l l i n g  w z y  r e -  
l a t i o n s h i p s  ( 1 . 5 0 )  q u a l i t a t i v e l y  d e s c r i b e  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  a n g l e s  
o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  q u i t e  w e l l .  

C. I n e r t i a l  I n t e r a c t i o n  

I n  t h e , e q u ? t i o n s  - o f  t h e  moments  ( t h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  d e r i v a -  1 3 4  - - I  - 
t i v e s  w z ,  w y y  wx) e n t e r  t h e  t e r m s  w h i c h  - - c o n t a i n  t h e  - -  p r o d u c t s  o f  t h e  
a n g u l a r  v e l o c i t i e s  o f  t h e  t y p e  A w z * w ~ ,  Bwx*wZ a n d  C w y - w ~ .  T h e s e  
moments  c a n  b e  c o n d i t i o n a l l y  t e r m e d  moments  o f  i n e r t i a l  i n t e r a c t i o n  
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or g y r o s c o p i c  moment s .  The p h y s i c a l  m e a n i n g  o f  t h e s e  t e r m s  i n  t h e  
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  c o n s i s t s  i n  t h a t  t h e y  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  

a p p e a r a n c e  o f  c e n t r i f u g a l  f o r c e s  o f  
i n e r t i a  d u r i n g  t h e  t u r n i n g  o f  a n  
a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  w h i c h  
d o e s . c o r r e s p o n d  t o  t h e  m a j o r  i n d u s t r i a l  

e x a m p l e ,  a t  t h e  a p p e a r a n c e  o f  t h e  
moment (Jy-Jx)wy*w w h i c h  a c t s  o n  T Y  t h e  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  t h e  0 2 1  a x -  
i s .  When t h e  a i r c r a f t  t u r n s  a t  a n g u -  
l a r  v e l o c i t i e s  w a n d  wx, t h e  moment 
f r o m  t h e  i n e r t i a y  f o r c e s  a c t s  o n  i t  
a n d  c a n  b e  a p p r o x i m a t e l y  d e t e r m i n e d  
i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r .  L e t  u s  
l o o k  a t  a s i m p l i f i e d  m o d e l  o f  a n  
a i r c r a f t ,  ; . e . ,  l e t  u s  a s s u m e  t h a t  

t w o  e q u a l  l o a d s  M I  a n d  M 2 ,  d i s t r i b u t e d  

m a s s .  The m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  a t  

I i n e r t i a l  a x i s .  L e t  u s  l o o k ,  f o r  

I i t s  e n t i r e  mass i s  c o n c e n t r a t e d  i n  

F i g .  1 . 7 .  a t  a d i s t a n c e  2, f r o m  t h e  c e n t e r  o f  

a n g u l a r  v e l o c i t i e s  wy a n d  wx a r e  e q u i v a l e n t  t o  i t s  r o t a t i o n  r e l a t i v e  
t o  t h e  v e c t o r  ( F i g .  1 . 7 ) .  I n  t h i s  c a s e  t h e  c e n t r i f u g a l  f o r c e s ,  
w h i c h  a r e  f o u n d  u s i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p s  t h a t  a r e  known f r o m  m e c h a n i c s ,  

a c t  on t h e  f o r c e s  M1 a n d  M2. The e x p r e s s i o n  f o r  t h e  moment f r o m  
t h e s e  f o r c e s  i s  f o u n d  a f t e r  m u l t i p l y i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  f o r c e s  by 
t h e  r e s p e c t i v e  a rms :  

'i n M, = F,I, COS p + F21, COS ?. 

2 T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h a t  2M12, = Jy - J ,  and  

Q sincp=o,; 8 C O S Y  =ox,  

we f i n d  t h e  f i n a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  i n e r t i a l  moment r e l a t i v e  t o  /35 
t h e  0 2 1  a x i s :  

i 11 M:, = (JU - J,) wywx. 

(1.51) 

A n a l o g o u s l y  we c a n  f i n d  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  i n e r t i a l  moments  
r e l a t i v e  t o  t h e  a x e s  OX1 a n d  OY1 ( s e e ,  F i g .  1 . 8 ) :  

i n  
M u  (J, - J,) to,o),; (1.52) 
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From e x p r e s s i o n s  ( 1 . 5 1 )  - 
( 1 . 5 3 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  a p -  
p e a r a n c e  of  t h e  i n e r t i a l  moment 
r e l a t i v e  t o  e a c h  o f  t h e  m a j o r  
i n e r t i a l  a x e s  i s  d u e  t o  t h e  a n g u -  
l a r  v e l o c i t i e s  o f  t h e  a i r c r a f t  
m o t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  o t h e r  t w o  
o r t h o g o n a l  a x e s .  T h u s ,  t h e  m o t i o n  
o f  a n  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  a l l  
t h e s e  m a j o r  i n e r t i a l  a x e s  i n  t h e  
g e n e r a l  c a se  become i n t e r r e l a t e d  
i f  t h e  v e c t o r  o f  t h e  a n g u l a r  
v e l o c i t y  d o e s  n o t  c o r r e s p o n d  t o  
a n y  of  t h e s e  a x e s .  I n  t h i s  c a s e ,  
s i n c e  d u r i n g  t h e  m a n e u v e r i n g  o f  

F i g .  1 . 8 .  

a n  a i r c r a f t  t h e  g r e a t e s t  a n g u l a r  v e l o c i t y  i s  u s u a l l y  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y ,  t h e n  a s  f o l l o w s  f r o m  t h e  f o r m u l a s  g i v e n  a b o v e ,  
t h e  g r e a t e s t  i n f l u e n c e  i s  e x e r t e d  by t h e  i n e r t i a l  moments  M l n  and M i n .  

z Y 
The e f f e c t  o f  t h e  i n e r t i a l  i n t e r a c t i o n  o n  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  

a i r c r a f t  i n  c a r r y i n g  o u t  r o l l i n g  m a n e u v e r s  i s  q u i t e  s u b s t a n t i a l .  
T o  a l a r g e  d e g r e e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  of t h e  s p a t i a l  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  a r e  d u e  m a i n l y  t o  t h i s  t y p e  o f  i n t e r a c t i o n .  

D .  T h e  E f f e c t  o f  t h e  G y r o s c o p i c  Moment o f  t h e  E n g i n e  

For c o m p l e t e n e s s  of t h e  p i c t u r e  l e t  u s  say  s e v e r a l  w o r d s  c o n -  
c e r n i n g  t h e  i n t e r a c t i o n ,  c a u s e d  by  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  r o t a t i n g  
r o t o r  o f  t h e  e n g i n e .  The r o t a t i n g  r o t o r  o f  t h e  e n g i n e  w i t h  t h e  

g y r o s c o p e  i n  r e s p o n s e  t o  a c e r t a i n  e x t e r n a l  moment a p p l i e d  o n  i t  
c a u s i n g  i t  t o  t u r n  a t  a n  a n g u l a r  v e l o c i t y  w, i t  w i l l  t e n d  t o  
p r e c e s s  i n  a n  o r t h o g o n a l  d i r e c t i o n  or w i l l  c r e a t e  a moment e q u a l  t o  

/3 6 k i n e t i c  moment ( J  e n g  - w e n g )  r e p r e s e n t s  a g y r o s c o p e ,  a n d  a s  a n y  - 

( 1 . 5 4 )  

To t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  e f f e c t  o f  t h e  g y r o s c o p i c  moment o f  
t h e  e n g i n e ,  i n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  s p a t i ? l  
m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i t  f o l l o w s  t o  a d d  t o  t h e  e q u a t i o n  f o r  wy t h e '  
t e r m  

' engWeng  .w -Z 
J 
Y 

a n d  t o  t h e  e q u a t i o n  f o r  wz, t h e  t e r m  
. w  J e n g W e n g  y 

J z  

2 8  



The p r e s e n c e  o f  t h e  g y r o s c o p i c  moment o f  t h e  e n g i n e  l e a d s  t o  t h e  
a p p e a r a n c e  a l s o  o f  yaw when t h e  p i t c h i n g  m a n e u v e r  i s  c a r r i e d  o u t  by 
t h e  a i r c r a f t ,  a n d  when t h e  a n g l e  o f  yaw is v a r i e d  t h e  a n g l e  o f  a t -  
t a c k  b e g i n s  s i m u l t a n e o u s l y  t o  b e  v a r i e d  ( F i g .  1 . 9 ) .  I n  t h e  f i g u r e  
t h e  a r r o w s  show t h e  d i r e c t i o n  o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  n o s e  d u r i n g  

F i g .  1 . 9 .  

t h e  m a n e u v e r  u n d e r  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  g y r o s c o p i c  moment o f  t h e  
e n g i n e .  D u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  g y r o s c o p i c  
moment o f  t h e  e n g i n e  l e a d s  t o  a s l i g h t  n o n s y m m e t r y  i n  t h e  m o t i o n  
o f  t h e  a i r c r a f t  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  d i r e c t i o n  o f  r o l l i n g  ( p o r t  or 
s t a r b o a r d ) .  H o w e v e r ,  t h e  e f f e c t  o f  t h e  g y r o s c o p i c  moment o f  t h e  
e n g i n e  on t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  w i t h i n  t h e  f r a m e w o r k  o f  t h e  
q u e s t i o n s  s t u d i e d  i n  t h i s  p a p e r  l e a d s  t o  a q u a n t i t a t i v e  c h a n g e  a n d  
f u r t h e r  on i n  t h i s  p a p e r  w e  w i l l  n o t  t a k e  i t  i n t o  a c c o u n t .  I n  
e a c h  s p e c i f i c  i n s t a n c e  a l l o w i n g  f o r  i t  p r e s e n t s  n o  d i f f i c u l t y .  

T h u s ,  f r o m  t h e  b a s i c  p r i n c i p l e s  s t u d i e d  a b o v e  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  
o f  t h e  s i m p l e s t  f o r m s  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  ( l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l )  
t h e  m a j o r  o n e s  a r e  t h e  i n e r t i a l ,  a e r o d y n a m i c ,  k i n e m a t i c  a n d  g y r o -  
s c o p i c  i n t e r a c t i o n s .  I n  t h i s  c a s e  i n  t h e  i n e r t i a l  i n t e r a c t i o n  t h e  
s h a p e  o f  t h e  e l l i p s o i d  o f  i n e r t i a  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  o f  f u n d a m e n t a l  
s i g n i f i c a n c e .  W i t h  t h e  e l o n g a t e d  e l l i p s o i d  o f  i n e r t i a ,  c h a r a c t e r -  /37 
i s t i c  o f  modern  a i r c r a f t  a n d  o t h e r  w i n g e d  c r a f t ,  t h e  d i f f e r e n c e s  
i n  t h e  i n e r t i a l  moments  ( J y  - J x )  a n d  ( J z  - Jx) a r e  v e r y  l a r g e  
v a l u e s .  I n  t h i s  l a t t e r  c a s e  i t  i s  e s p e c i a l l y  i m p o r t a n t  t o  s t u d y  
a l l  t y p e s  o f  a i r c r a f t  m o t i o n s ,  a c c o m p a n i e d  by a n y  s u b s t a n t i a l  r o l l i n g .  
The m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a t  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  a s  w a s  
shown a b o v e ,  l e a d s  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  l a r g e  moments  o f  i n e r t i a l  
i n t e r a c t i o n  a c t i n g  on t h e  a i r c r a f t .  I n  s t u d y i n g  t h e  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  t h i s  c a u s e s  u s  t o  t u r n  o n c e  more  t o  t h e  t o t a l  e q u a t i o n  o f  
m o t i o n  i n  n o n l i n e a r  f o r m ,  s i n c e  i n  t h i s  c a s e  i t  i s  n o t  a l l o w a b l e  
t h a t  t h e  t e r m s  w h i c h  c o n t a i n  t h e  p r o d u c t s  o f  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  
b e  o m i t t e d .  

I n  t h i s  c o n n e c t i o n ,  o n e  o f  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  p r o b l e m s  i n  d y -  
n a m i c s  i s  t h e  s t u d y  o f  t h e  c l a s s  o f  s p a t i a l  m o t i o n s  o f  a n  a i r c r a f t  
w i t h  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  Here w e  c a n  m e n t i o n  a n y  number  o f  
s p a t i a l  m a n e u v e r s  o f  a n  a i r c r a f t  t h a t  a r e  w i d e l y  u s e d  i n  f l i g h t  
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p r a c t i c e :  

(1) E n t r y  a n d  e x i t  f r o m  t u r n  a n d  c h a n d e l l e ;  

! 

/ 

/- 

c )  H a l f - l o o p  w i t h  
t u r n .  ( y 1 8 U 0 )  

d )  E n t r y  i n t o  
t u r n . .  (r-'""' 

e- 

F i g .  1 . 1 0 .  

( 2 )  S p l i t  S i n  h o r i z o n t a l  f l i g h t ;  

( 3 )  Immelman t u r n s  ( t u r n s  w i t h  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  n o r m a l  /38 
G - f o r c e . )  

( 4 )  S p l i t  S d u r i n g  e n t r y  i n t o  a d i v e  ( t u r n  w i t h  n e g a t i v e  
n o r m a l  G - f o r c e ) ;  

( 5 )  S n a p  a n d  s l o w  t u r n s ;  

( 6 )  T u r n  w i t h  v a r i a b l e  d i r e c t i o n  o f  l o o p  ( f i g u r e  e i g h t ) ,  e t c .  
( F i g .  1 . 1 0 ) .  

From t h e  a b o v e  i t  f o l l o w s  t h a t  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  we m u s t  
a n a l y z e  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  t h e  s i m u l t a n e o u s  
a c t i o n  o f  t h e  p i l o t  u s i n g  l a t e r a l  a n d  l o n g i t u d i n a l  c o n t r o l s  a n d  
i n  a number  o f  i n s t a n c e s  d i r e c t i o n a l  c o n t r o l  a s  w e l l .  A s l i g h t  
s i m p l i f i c a t i o n  i n  s o l v i n g  t h e s e  c o m p l e x  p r o b l e m s  may b e  o b t a i n e d  i f  
we t a k e  i r , t o  a c c o u n t  t h a t  a l l  t h e  m a n e u v e r s  m e n t i o n e d  a b o v e ,  a s  a 
r u l e ,  o c c u r  r r i t h  a q u i t e  s m a l l  c h a n g e  i n  t h e  l i n e a r  f l y i n g  s p e e d ,  
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which can be ignored. This assumption will be used in the future. 
The next sections of the book are devoted to a description of the 
different methods used and the analytical results of the classes 
of aircraft motion mentioned above and several conclusions concerning 
its formulation which follow from this analysis. 
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C H A P T E R  I 1  

STABILITY O F  AIRCRAFT MOTION DURING STEADY ROTATION 
ABOUT THE LONGITUDINAL AXIS 

7 .  D e r i v i n g  t h e  C o n d i t i o n s  o f  S t a b i l i t y  o f  A i r c r a f t  M o t i o n  
D u r i n g  S t e a d y  R o t a t i o n  A b o u t  t h e  L o n g i t u d i n a l  A x i s  

B e f o r e  w e  b e g i n  a n  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t / 3 9  - 
i n  c a r r y i n g  o u t  c o m p l e x  s p a t i a l  m a n e u v e r i n g  a c c o m p a n i e d  b y  r o l l i n g ,  
l e t  u s  l o o k  a t  t h e  s t a b i l i t y  o f  i t s  m o t i o n  d u r i n g  r o t a t i o n  a t  a 
c o n s t a n t  a n g u l a r  v e l o c i t y  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s .  S t u d y  
o f  t h i s  s p e c i a l  t y p e  o f  m o t i o n  p e r m i t s  f i n d i n g  s e v e r a l  c h a r a c t e r -  
i s t i c s  o f  t h e  a i r c r a f t  m o t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  p r e s e n c e  o f  n o n -  
l i n e a r  t e r m s  i n  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n .  

L e t  u s  l o o k  a t  a s i ~ p l i f i e d  
p h y s i c a l  d i a g r a m  o f  t h e  a i r c r a f t  
m o t i o n .  D u r i n g  . r o t a t i o n  of a n  
a i r c r a f t  a b o u t  t h e  a x i s  t h a t  d o e s  
n o t  c o i n c i d e  w i t h  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  
a x i s  a n d  c o m p r i s i n g  a c e r t a i n  a n g l e  
c1 w i t h  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  . V ,  i n  
a d d i t i o n  t o  t h e  a e r o d y n a m i c  moment 
o f  s t a b i l i t y  a c t i n g  on i t  t h e r e  w i l l  
b e  a l s o  t h e  i n e r t i a l  moment f r o m  t h e  
c e n t r i f u g a l  f o r c e s  w h i c h  c a n  b e  

a s s u m e  t h a t  t h e  e n t i r e  mass o f  t h e  
a i r c r a f t  i s  d i s t r i b u t e d  a l o n g  t h e  a x e s  OX1 a n d  OZ1. L e t  u s  a s s u m e  
t h a t  t h e  s t a t i c  s t a b i l i t y  is h i g h ,  t h e n  t h e r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  
w i l l  o c c u r  r e l a t i v e  t o  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  V ( F i g .  2 . 1 ) .  L e t  u s  
l o o k  a t  t h e  f o r c e  df, w h i c h  a c t s  on t h e  e l e m e n t a r y  mass dm o f  t h e  
a i r c r a f t .  I t  i s  e q u a l  t o  t h e  p r o d u c t  

F i g .  2 . 1 .  e a s i l y  c o m p u t e d  a p p r o x i m a t e l y  i f  we 

I 

d f = w2xl sin B rim. 

I f  we m u l t i p l y  t h e  f o r c e  df by  t h e  a r m  (2, c o s @ ) ,  w e  f i n d  t h e  e l e -  
m e n t a r y  moment o f  t h e  i n e r t i a l  f o r c e s  

/ 4 0  - 

dyi_n'=dfxi COS p=XTSin pcos pw2dm. 
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I -  

C a r r y i n g  o u t  s u m m a t i o n  ( i n t e g r a t i o n )  o v e r  t h e  e n t i r e  m a s s  o f  t h e  a i r -  
c r a f t ,  d i s t r i b u t e d  a l o n g  t h e  a x e s  0x1 a n d  0 2 1 ,  w e  f i n d  a n  e x p r e s s i o n  
f o r  t h e  t o t a l  i n e r t i a l  moment 

MPi ;= xy sin cos B ~ 2 d m  - z: sin p cos fh2.dm = 
m m ( 2 . 1 a )  

=(.I* - J,) 0 2 8 .  

An a n a l o g o u s  e x p r e s s i o n  c a n  b e  f o u n d  i f  w e  l o o k  a t  t h e  d e f l e c t i o n  
o f  t h e  a i r c r a f t  f r o m  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a a n d  d e t e r m i n e  t h e  i n e r -  
t i a l  moment a c t i n g  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  O Z :  

(2.lb) 

B o t h  m o m e n t s ,  c o m p u t e d  i n  t h i s  m a n n e r ,  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  
a n g l e s  o f  d e f l e c t i o n  ( B  o r  a )  a n d  t e n d  t o  i n c r e a s e  t h e m .  L e t  u s  
l o o k  i n  somewha t  g r e a t e r  d e t a i l  a t  t h e  y a w i n g  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
a n d  a s s u m e  t h a t  t h e  d e g r e e  o f  i t s  p i t c h i n g  s t a b i l i t y  i s  s o  h i g h  t h a t  
t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  d u r i n g  t h e  m o t i o n  c a n  b e  a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t .  

D u r i n g  t h e  r o t a t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a t  a c o n s t a n t  a n g u l a r  roll- 
i n g  v e l o c i t y  w = c o n s t ,  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  a e r o d y n a m i c  s t a b i l i z i n g  
moment ,  a n  a d d i t i o n a l  d e s t a b i l i z i n g  moment w i l l  a c t  on i t ,  t h e  e x -  
p r e s s i o n  f o r  w h i c h  w a s  f o u n d  a b o v e ,  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e  o f  
t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  w , w h i c h  d e c r e a s e s  t h e  " e f f e c t i v e "  d e -  
g r e e  o f  s t a t i c  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  a n d  w i t h  a h i g h  v a l u e  o f  
t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  w i l l  l e a d  t o  a loss i n  m o t i o n  s t a b i l i t y .  
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  l o s s e s  i n  s t a b i l i t y  w i l l  t a k e  p l a c e  when t h e  
i n e r t i a l  moment i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  s t a b i l i z i n g  a e r o d y n a m i c  moment .  
C o n s e q u e n t l y ,  t h e r e  e x i s t s  a c e r t a i n  c r i t i c a l  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  w ,  w h i c h  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  
t h e  a i r c r a f t  d u r i n g  y a w i n g  m o t i o n  ( i n  a n a l y z i n g  t h e  l o n g i t u d i n a l  
m o t i o n ,  d u r i n g  p i t c h i n g )  i s  n e u t r a l l y  s t a b l e .  I n  a p p r o x i m a t e  f o r m  
t h i s  c o n d i t i o n  o f  n e u t r a l  s t a b i l i t y  i s  f o u n d  by  e q u a t i n g  t h e  i n e r -  
t i a l  a n d  a e r o d y n a m i c  moments  a n d  c a n  b e  w r i t t e n  a s :  

( J ,  - - J x )  d+ m!qsL 0 ( 2 . 2 )  

From t h i s  r e l a t i o n s h i p  t h e r e  f o l l o w s  t h e  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a  
f o r  t h e  c r i t i c a l  anguZar r o l l i n g  v e Z o c i t y ,  w h i c h  l o s s e s  i n  s t a b i l i t y  
o f  p i t c h i n g  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  a r e  p o s s i b l e  

A n a l o g o u s l y ,  if  t h e  d e g r e e  o f  p i t c h i n g  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r -  - / 4 1  
c r a f t  i s  much l e s s  t h a n  i t s  y a w i n g  s t a b i l i t y  a n d  i f  w e  a s s u m e  t h a t  
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d u r i n g  t h e  t i m e  o f  t h e  m o t i o n  6 2 ~ .  0 ,  t h e n  t h e  c o n d i t i o n  o f  n e u t r a l  
s t a b i l i t y  o f  p i t c h i n g  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t ,  t u r n i n g  i n  a r o l l i n g  
m o t i o n ,  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  of t h e  e q u a t i o n  

w h e n c e  i t  i s  e a s y  t o  f i n d  a n  a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c r i t i c a l  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e z o c i t y ,  i n  w h i c h  l o s s e s  i n  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  
p i t c h i n g  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  a r e  p o s s i b l e  

( 2 . 4 )  

T h e s e  e x p r e s s i o n s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  on t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  
t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  a " p l a n e  o n e " ,  ; . e .  , t h e r e  i s  i n c l u d e d  
i n  t h e  c h a n g e  e i t h e r  o n l y  t h e  a n g l e  o f  yaw ( a  - c o n s t )  , or t h e  a n g l e  
o f  p i t c h  ( B  - c o n s t ) ,  s i n c e  i n  t h e s e  c a s e s  w e  c a n  n o t  t a k e  i n t o  
a c c o u n t  t h e  p i t c h i n g  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t ,  f o r  e x a m p l e ,  i n  a n a l y z i n g  
a y a w i n g  m o t i o n .  I n  a l l  t h e  d i s c u s s i o n s  g i v e n  a b o v e  i t  w a s  e s s e n -  
t i a l  t h a t  t h e  o r i g i n a l  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  b e  t a k e n  as  t h e  b a s i s ,  
i n  w h i c h  t h e  a i r c r a f t  t u r n s  r e l a t i v e  t o  t h e  v e c t o r  o f  a n g u l a r  v e l o c -  
i t y  a n d  " s l i p s "  a l o n g  a c e r t a i n  c o n e ,  c a u s e d  b y  t h e  r o t a t i o n  o f  t h e  

F i g .  2 . 2 .  

a x i s  OX, a r o u n d  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  V ,  c o r r e s p o n d i n g  i n  t h e  e x a m p l e  
w i t h  y a w i n g  m o t i o n  t o  a c o n s t a n t  a n g l e  o f  a t t a c k  c t o  ( F i g .  2 . 2 ) ,  a n d  
i n  t h e  e x a m p l e  w i t h  p i t c h i n g  m o t i o n ,  t o  a c o n s t a n t  a n g l e  o f  s i d e  
s l i p  B - 0 .  I n  o r d e r  f o r  t h e  o r i g i n a l  m o t i o n  t o  o c c u r ,  i t  i s  n e c -  
e s s a r y  t h a t  t h e  v a l u e  o f  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  a i r c r a f t  o s -  
c i l l a t i o n s  ( i n  t h e  e x a m p l e  w i t h  y a w i n g  m o t i o n  t h i s  i s  t h e  f r e q u e n c y  
o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  o s c i l l a t i o n s )  b e  c o n s i d e r a b l y  g r e a t e r  t h a n  t h e  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  I n  t h i s  ca se  t h e  a i r c r a f t  s u c c e e d s  i n  
r e a c t i n g  t o  t h e  d i s t u r b a n c e s  c a u s e d  by  t h e  k i n e m a t i c  i n t e r r e l a t i o n -  
s h i p  d u r i n g  r o l l i n g  b e t w e e n  t h e  a n g l e s  a a n d  B ,  h a v i n g  a f r e q u e n c y  
e q u a l  t o  t h e  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  ( s e e  F i g .  1 . 6 ) .  

- 

L e t  u s  s e e  i n  g r e a t e r  d e t a i l  how t h e  r o l l i n g  m o t i o n  o f  a n  a i r -  / 4 2  - 
c r a f t  d e v e l o p s .  L e t  t h e  a i r c r a f t ,  p o s s e s s i n g  a l a r g e  r e s e r v e  o f  
l o n g i t u d i n a l  s t a b i l i t y  a n d  t r i m m e d  a t  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  cto > 0 ,  
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b e g i n  t o  roll. I n  s u c h  case  a t  t h e  f i r s t  moment o f  t i m e  i t  r o t a t e s  
r e l a t i v e  t o  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s  OX,, w h i c h  b e c a u s e  o f  t h e  k i n e -  
m a t i c  i n t e r r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  a n g l e s  a a n d  @ w i l l  l e a d  t o  t h e  s i -  
m u l t a n e o u s  a p p e a r a n c e  o f  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  @ a n d  a s l i g h t  d e -  
c r e a s e  i n  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  ao. Due t o  t h e  l a r g e  l o n g i t u d i n a l  
s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  et0 b e g i n s  t o  b e  r e -  
c o v e r e d  t h u s  l e a d i n g  t o  t h e  a p p e a r a n . c e  o f  a n  a d d i t i o n a l  a n g u l a r  
v e l o c i t y  Awz a n d  t o  a d e v i a t i o n  o f  t h e  v e c t o r  o f  t h e  t o t a l  a n g u l a r  
v e l o c i t y  f r o m  t h e  a x i s  0x1. As a r e s u l t  o f  s u c h  a c o n d i t i o n  t h e  
m o t i o n  i s  r e g u l a t e d ,  i n  w h i c h  t h e  a i r c r a f t  "rolls o v e r "  a l_ong a 
c e r t a i n  c o n e ,  t h e  a x i s  o f  w h i c h  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  v e c t o r  V ,  r e -  
t a i n i n g  t h e  a n g l e  o f - a t t a c k  e t0  b e t w e e n  t h e  p l a n e  o f  t h e  w i n g s  a n d  
t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  V .  

With  a r a p i d  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t ,  when t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  s i g n i f i c a n t l y  e x c e e d s  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  o f  t h e  o s -  
c i l l a t i o n s  i n  p i t c h i n g  a n d  y a w i n g ,  t h e  a i r c r a f t  w i l l  n o t  b e  a b l e  
t o  r e a c t  t o  t h e  p e r i o d i c  v a r i a t i o n s . i n  t h e  a n g l e s  c1 a n d  @ a t  t h e  
f r e q u e n c y  wx, c a u s e d  b y  t h e  k i n e m a t i c  i n t e r r e l a t i o n s h i p ,  a.nd i t s  
r o t a t i o n  w i l l  t a k e  p l a c e  r e l a t i v e  t o  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s  0x1. 
The a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  i n  s u c h  case  on t h e  a v e r a g e  h a v e  
z e r o  v a l u e s .  I n  t h i s  c a s e  t h e  s p a t i a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  m o t i o n  a r e  s u b s t a n t i a l .  The  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  
s t a b i l i t y  d u r i n g  r a p i d  r o l l i n g  t u r n  o f  t h e  a i r c r a f t  n o  l o n g e r  i n -  
f l u e n c e  i t s  m o t i o n  t o  a n y  a p p r e c i a b l e  d e g r e e .  The  r o l l i n g  a n d  
t u r n i n g  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a t  t h e  l i m i t ,  when wx + co , i s  a l -  
ways  s t a b l e  ( s e e  S e c t i o n  1 6 ) .  The  c o n d i t i o n s  o f  s t a b i l i t y ,  c i t e d  
a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  p a r a g r a p h ,  r e f l e c t  t h e  b a s i c  c h a r a c t e r i s t i c s  
o f  t h e  a i r c r a f t  m o t i o n ,  h o w e v e r  t h e y  d o  n e e d  r e f i n e m e n t .  Even  f r o m  
t h e  a p p r o x i m a t e  a n a l y s i s  i t  was c l e a r  t h a t  t h e  i n e r t i a l  m o m e n t s ,  
a r i s i n g  d u r i n g  r o t a t i o n s  o f  t h e  a i r c r a f t ,  c a n  c h a n g e  q u a l i t a t i v e l y  
t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  m o t i o n ,  i n  p a r t i c u l a r  t h e y  c a n  make i t  
u n s t a b l e .  

L e t  u s  l o o k  
m o t i o n  d u r i n g  r o  
c o n s t a n t  a n  g u l a r  
o r i g i n a l  m o t i o n  , 
a s m a l l  a n g l e  o f  
t h a t  i n  t h e  c o n d  

i n  g r e a t e r  d e t a i l  a t  t h e  s t a b i l i t y  o f  a i r c r a f t  
a t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  OX1 a t  a 
r o l l i n g  v e l o c i t y  w X  = c o n s t .  I n  t h i s  c a s e ,  a s  t h e  
we c a n  l o o k  a t  t h e  s t r a i g h t  a n d  s t e a d y  f l i g h t  w i t h  
s l o p e  o f  t h e  p a t h  t o  t h e  h o r i z o n .  We c a n  a s s u m e  
t i o n  of s t e a d y  r o t a t i o n  a t  a n  a n g u l a r  v e l o c i t y  

wx = R = c o n s t ,  t h e  f l y i n g  s p e e d  r e m a i n s  c o n s t a n t :  ? . e . ,  Vg = c o n s t ;  
i n  t h e  same m a n n e r  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  f o r c e s  f o r  
t h e  a x i s  0x1 i s  a u t o m a t i c a l l y  s a t i s f i e d  a n d  i n  t h e  f u t u r e  w e  s h a l l  
n o t  l o o k  a t  t h i s  e q u a t i o n .  

T o  s t u d y  t h e  s t a b i l i t y  " i n  t h e  s m a l l " ,  l e t  u s  t r a n s f o r m  t h e  
e q u a t i o n  ( 1 . 2 8 )  i n t o  e q u a t i o n s  i n  v a r i a t i o n s ;  a f t e r  l i n e a r i z i n g  
t h e m  r e l a t i v e  t o  a c e r t a i n  s t e a d y  m o t i o n ,  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  
w h i c h  w i l l  b e  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  wx = R ,  
w e  d e s i g n a t e  t h e  p a r a m e t e r s  of t h i s  s y s t e m  b y  t h e  i n d e x  z e r o .  Wi th  
s m a l l  d e v i a t i o n s  f r o m  t h e  s t e a d y  s t a t e  s y s t e m  t h e  p a r a m e t e r s  o f  
m o t i o n  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

/43 - 
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If w e  s u b s t i t u t e  t h e  v a l u e s  of  e x p r e s s i o n s  ( 2 . 5 )  i n t o  t h e  
b a s i c  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 1 . 2 8 ) ,  w e  f i n d  i n  e a c h  e q u a t i o n  t h r e e  
g r o u p s  o f  t e r m s .  One g r o u p  w i l l  c o n s i s t  o f  t h e  p r o d u c t s  o f  s m a l l  
v a l u e s  - t h e s e  t e r m s  c a n  b e  o m i t t e d  w i t h  l i n e a r i z a t i o n  as t e r m s  
h a v i n g  a s e c o n d  o r d e r  of s m a l l n e s s .  The s e c o n d  g r o u p  o f  t e r m s  i n  
t h e  e q u a t i o n s  w i l l  c o n t a i n  v a l u e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  o r i g i n a l  
s y s t e m  o f  s t e a d y  r o t a t i o n  - t h e s e  t e r m s  i n  t o t a l  m u s t  b e  e q u a l  t o  
z e r o  s i n c e  t h e  o r i g i n a l  c o n d i t i o n s  a l s o  s a t i s f y  t h e  s y s t e m  o f  e q u a -  
t i o n s  o f  m o t i o n .  And f i n a l l y  t h e  t h i r d  g r o u p  o f  terms o f  e a c h  
e q u a t i o n  w i l l  r e p r e s e n t  t e r m s  c o n t a i n i n g  t h e  d e s i r e d  v a r i a t i o n s  o f  
p a r a m e t e r s  o f  f i r s t  o r d e r .  The s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  f o r  t h e  o r i g i n a l  
s y s t e m  o f  s t e a d y  r o t a t i o n  h a s  i n  t h i s  c a s e  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

( 2 . 6 )  

L e t  u s  n o t e  t h a t  d u r i n g  f l i g h t  w i t h  l a r g e  d y n a m i c  h e a d s  a n d  
a t  h i g h  s p e e d s ,  a s  c a l c u l a t i o n s  s h o w , t h e  i n f l u e n c e  o f  g r a v i t a t i o n a l  
f o r c e s  on t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  t h e  c e n t e r  o f  mass 
i n  t h e  t y p e s  o f  m a n e u v e r s  s t u d i e d  h e r e  i s  n e g l i g i b l y  sma l l  a n d  t h e  
g r a v i t a t i o n a l  t e r m s  i n  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  c a n  b e  o m i t t e d .  
Then i n  a n a l y z i n g  t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  ( w i t h o u t  , 
t a k i n g  t h e  g r a v i t a t i o n a l  t e r m s  i n t o  a c c o u n t )  t h e  r e q u i r e m e n t  f o r  
s t u d y i n g  t h e  k i n e m a t i c  e q u a t i o n  n o  l o n g e r  e x i s t s  a n d  i n  f i n a l  f o r m  / 4 4  
t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i n  t h e  v a r i a t i o n s ,  a f t e r  e x c l u d i n g  e q u a -  
t i o n s  ( 2 . 6 )  f o r  t h e  s t e a d y  s t a t e  s y s t e m  a n d  n e g l e c t i n g  t h e  t e r m s  
of  s e c o n d  o r d e r  o f  s m a l l n e s s ,  w i l l  h a v e  t h e  f o r m :  

- 
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The v a r i a b i l i t y  i n  t h e  f l y i n g  s p e e d  c a n  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  
i n  e q u a t i o n s  ( 2 . 7 )  t h r o u g h  c h a n g e s  i n  t h e  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s  
o f  d a m p i n g ,  a s  n o t e d  i n  S e c t i o n  4 .  We m u s t  n o t e  t h a t  t h e  e q u a t i o n  
o f  t h e  moments  a c t i n g  o n  t h e  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  OX,, i s  
a u t o m a t i c a l l y  s a t i s f i e d  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  

( 2 . 8 )  

I n  o t h e r  c a s e s  when e x p r e s s i o n  ( 2 . 8 )  i s  n o t  s a t i s f i e d ,  t h e  c o n d i -  
t i o n  wx = R = c o n s t  r e q u i r e s  a d d i t i o n a l  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  l a t e r a l  
c o n t r o l s  ( 6 a ) ,  s i n c e  i n  t h e  c o n d i t i o n  o f  d i s t u r b e d  m o t i o n  t h e  a n g l e  
o f  s i d e  s l i p  6 a n d  t h e  a n g u l a r  y a w i n g  v e l o c i t y  0iY w i l l  b e  c h a n g e d .  

L e t  u s  n o t e  t h e  f o l l o w i n g  q u i t e  i n t e r e s t i n g  r e s u l t  w h i c h  f o l -  
l o w s  f r o m  t h e  c a l c u l a t i o n s  c a r r i e d  o u t .  The  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e -  
t e r s  o f  t h e  o r i g i n a l  f l i g h t  p a t h  a n d  t h e  t e r m s  f r o m  t h e  g r a v i t a -  
t i o n a l  f o r c e s  w e r e  n o t  i n c l u d e d  i n  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i n  v a r i -  
a t i o n s  ( 2 . 7 ) .  T h i s  c a n  b e  e x p l a i n e d  by  t h e  f a c t  t h a t  i n  s a t i s f y i n g  
c o n d i t i o n s  ( 2 . 8 )  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  r o l l i n g  m o t i o n  i s  s e p a r a t e d  
a n d  c a n  b e  s o l v e d  s e p a r a t e l y .  A s  a r e s u l t  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  
( 1 . 2 6 )  b e c o m e s  a s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  w i t h  a p e r i o d i c  d i s -  
t u r b i n g  f u n c t i o n ,  c a u s e d  by  t h e  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s ,  a n d  i n  l i n -  
e a r i z a t i o n  t h e  t e r m s  f r o m  t h e s e  d i s t r u b a n c e s  r e m a i n  o n l y  i n  t h e  
e q u a t i o n s  o f  t h e  o r i g i n a l  m o t i o n .  T h u s ,  r e g a r d l e s s  of t h e  t y p e  
o f  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t ,  d e s c r i b e d  b y  s o l v i n g  t h e  s y s -  
t e m  o f  e q u a t i o n ~ ( 2 . 6 ) ~  i f  e x p r e s s i o n s  ( 2 . 8 )  a r e  n o t  s a t i s f i e d ,  i t s  
s t a b i l i t y  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  s y s t e m  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  ( 2 . 7 ) .  
When R = c o n s t ,  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 7 )  i s  a s y s t e m  o f  l i n e a r  
e q u a t i o n s  w i t h  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s  a n d  when R(t) i t  i s  a v a r i a b l e  
v a l u e  d e p e n d i n g  on t i m e ;  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i s  a s y s t e m  o f  
l i n e a r  e q u a t i o n s  w i t h  v a r i a b l e  c o e f f i c i e n t s .  

L e t  u s  t r a n s f o r m  e q u a t i o n s  ( 2 . 7 )  f o r  t h e  ca se  R = c o n s t  i n t o  
a s y s t e m  o f  t w o  e q u a t i o n s  o f  f i r s t  o r d e r  f o r  t h e  v a r i a b l e s  a a n d  6. 
A f t e r  d i f f e r e n t i a t i n g  t h e  f i r s t  a n d  t h i r d  e q u a t i o n s  o f  s y s t e m  ( 2 . 7 )  / 4 5  
a n d  s a t i s f y i n g  t h e  e l e m e n t a r y  t r a n s f o r m a t i o n s  , G e  f i n d  t h e  e q u a t i o n s  
o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  t h e  f o r m  

- 
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From c o m p a r i s o n  o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 9 )  w i t h  ( 1 . 3 6 )  a n d ( l . 4 3 )  i t  
i s  c l e a r  t h a t  t h e  r o t a t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a t  a c o n s t a n t  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  R = c o n s t  h a s  l e d  t o  a n  i n t e r r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  
t h e  m o t i o n s  i n v o l v i n g  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a n d  t h o s e  i n v o l v i n g  yaw- 
i n g ,  t h e  d e g r e e  o f  w h i c h  i n c r e a s e s  i n  p r o p o r t i o n  t o  t h e  s q u a r e  o f  
t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  R .  I n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h i s ,  a t  s m a l l  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  t h e  e q u a t i o n s  c a n  b e  s e p a r a t e d  w i t h  a n  
a c c u r a c y  up t o  v a l u e s  o f  t h e  s e c o n d  o r d e r  o f  s m a l l n e s s .  

L e t  u s  c i t e  t h e  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  s t a b i l i t y  o f  s o l v i n g  t h e  
s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 7 )  f o r  t h e  c a s e  o f  a c o n s t a n t  a n g u l a r  roll- 
i n g  v e l o c i t y  R = R O  = c o n s t .  I f  w e  make t h e  n e c e s s a r y  c o m p u t a t i o n s ,  
w e  f i n d  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  o f  t h e  s y s t e m  
o f  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( 2 . 7 )  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

h4 + A3h3 + AJ2+ AI). + A,  = 0, ( 2 . 1 0 )  

w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  A,, A2, A 1  a n d  A 0  a r e  f u n c t i o n s  o f  t h e  p a r -  
a m e t e r s  o f  m o t i o n  a n d  t h e  a e r o d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  a i r -  
c r a f t :  

( 2 . 1 1 )  

( 2 . 1 2 )  

( 2 . 1 3 )  

3 8  

I . . . . . - .. ... . . . . . . . 



For t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  i t  is n e c e s s a r y  t h a t  a l l  r e a l  p a r t s  
o f  t h e  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  ( 2 . 1 0 )  b e  n e g a t i v e .  On 
t h e  b a s i s  o f  t h e  R o s s - H u r w i t z  c r i t e r i a ,  w e  c a n  w r i t e  t h e  c o n d i t i o n s  
o f  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  i n  t h e  f o r m  

( 2 . 1 5 )  

From e x p r e s s i o n s  ( 2 . 1 1 )  a n d  ( 2 . 1 2 )  i t  f o l l o w s  t h a t  for t h e  s t a b l e  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  t h e  c o n d i t i o n s  A 3  2 0 a n d  A 2  2 0 m u s t  b e  s a t -  
i s f i e d  f o r  a l l  v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  C a l c u l a -  
t i o n s  a l s o  show t h a t  i n  t h i s  c a s e  t h e  c o n d i t i o n  R 2 0 i s  a l s o  s a t -  
i s f i e d  f o r  a l l  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  R .  T h e r e  r e m a i n s  t h e  s i n g l e  c o n -  
d i t i o n  o f  s t a b i l i t y  A 0  2 0 ,  w h i c h  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  v a l u e  R c a n  
e i t h e r  b e  s a t i s f i e d  or n o t  s a t i s f i e d .  T h i s  c o n d i t i o n ,  s i n c e  i t  i s  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s i g n  of t h e  f r e e  t e r m ,  i s  a c o n d i t i o n  o f  a p e r -  
i o d i c  s t a b i l i t y  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  d u r i n g  r o t a t i o n  a t  a c o n s t a n t  
a n g u l a r  v e l o c i t y  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  a n d  w i l l  b e  
a n a l y z e d  i n  d e t a i l  b e l o w .  When A0 0 t h e  u n s t a b l e  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  h a s  a n  a p e r i o d i c  c h a r a c t e r .  

8 .  A n a l y s i s  o f  t h e  C o n d i t i o n  o f  A p e r i o d i c  S t a b i l i t y  
o f  M o t i o n  D u r i n g  S t e a d y  R o l l i n g  T u r n  

L e t  u s  p r o c e e d  t o  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  f r e e  t e r m  o f  t h e  c h a r a c -  
t e r i s t i c  e q u a t i o n  A,. The b a s i c ' p a r a m e t e r s ,  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  
a p e r i o d i c  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  i s o l a t e d  l a t e r -  
a l  a n d  l o n g i t u d i n a l  m o t i o n s ,  a r e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  e x c e s s  s t a t i c  
s t a b i l i t y  m:b a n d  ZB. A s  n o t e d  i n  S e c t i o n  5 ,  t h e  c o n d i t i o n  o f  s t a -  
b i l i t y  o f  i s o l a t e d  Y o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  m o t i o n  i s  t h e  s a t i s -  
f a c t i o n  o f  t h e  i n e q u a l i t y  

(2.16) 

/ 4 7  W i t h  s p a t i a l  m o t i o n  a t  a h i g h  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  - 
v e l o c i t y  w = Q 0 ,  t h e  c o n d i t i o n  o f  s t a b i l i t y  i s  c o m p l i c a t e d  a n d  
i n  e x p a n d e 8  f o r m  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r :  
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( 2 . 1 7 )  

D i r e c t  p r o o f  w i l l  show t h a t  when R o  + 0 ,  c o n d i t i o n s  ( 2 . 1 6 )  f o l -  
l o w  f r o m  i n e q u a l i t y  ( 2 . 1 7 ) .  The c o n d i t i o n  of s t a b i l i t y  ( 2 . 7 )  g i v e n  
a b o v e  i s  t h e  b a s i c  o n e .  The p u r p o s e  o f  f u r t h e r  s t u d i e s  i n  t h i s  
p a r a g r a p h  w i l l  b e  d e t e r m i n i n g  t h e  t y p e s  o f  s t a b i l i t y  r e g i o n s  a s  a 
f u n c t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t  p a r a m e t e r s  o f  a n  a i r c r a f t  a n d  f i n d i n g  a p -  
p r o x i m a t e  c r i t e r i a  o f  s t a b i l i t y .  

A s  f o l l o w s  f r o m  e x p r e s s i o n  ( 2 . 1 7 )  a n d  f r o m  t h e  a p p r o x i m a t e  
q u a l i t a t i v e  d i s c u s s i o n s ,  g i v e n  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  c h a p t e r ,  t h e  
b a s i c  f a c t o r  w h i c h  d e t e r m i n e s  t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
i s  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  e x c e s s  s t a t i c  s t a b i l i t y  7T-B a n d  Ei:b 
a n d  t h e  v a l u e s  w h i c h  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e  o f  t h e  a n g u l a r  
r o t a t i o n a l  v e l o c i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  
a x i s .  I n  t h i s  r e s p e c t  i n  f i r s t  o r d e r  l e t  u s  d e t e r m i n e  t h e  f o r m  o f  
t h e  b o u n d a r i e s  o f  t h e  s t a b i l i t y  r e g i o n s  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  on a 
p l a n e  w i t h  t h e  c o o r d i n a t e s  M a  a n d  78' 
( 2 . 1 7 ) ,  t h e  b o u n d a r i e s  o f  t h e  s t a b i l i t y  r e g i o n  i n  t h e s e  c o o r d i n a t e s  
i s  a h y p e r b o l a  d e s c r i b e d  by  t h e  r e l a t i o n s h i p  

Y 

A s  f o l l o w s  f r o m  c o n d i t i o n  
z b  Y' 

X.Y = -K, ( 2 . 1 8 )  

w h e r e  

( 2 . 1 9 )  

E x a m p l e s  o f  t h e  b o u n d a r i e s  o f  t h e  s t a b i l i t y  r e g i o n s  f o r  d i f -  
f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  R o  a r e  g i v e n  on F i g -  
u r e  2 . 3 .  From e x p r e s s i o n s  ( 2 . 1 8 )  a n d  ( 2 . 1 9 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  ' - / 4 8  
h y p e r b o l a s  i n  t h e  c o o r d i n a t e  a x e s  (@igb, 0 ,  r t r B )  h a v e  a s y m p t o t e s  d e -  
s c r i b e d  by  t h e  e q u a t i o n s :  Y 

( 2 . 2 0 )  

( 2 . 2 1 )  
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I n  t h o s e  r e g i o n s  o f  t h e  p l a n e  w h e r e  t h e  v a l u e s  fiiib a n d  
s u b s t a n t i a l l y  f r o m  o n e  a n o t h e r ,  t h e  h y p e r b o l a s  a p p r o a c h  t h e i r  asymp- 
t o t e s  ( s e e  F i g .  2 . 3 ) .  H e n c e ,  i n  p a r t i c u l a r ,  i t  f o l l o w s  t h a t  i n  

d i f f e r  

t h e s e  r e g i o n s  o f  t h e  p a r a m e t e r  v a l u e s  
o f  s t a t i c  s t a b i l i t y  o f  a n  a i r c r a f t  a p -  
p r o x i m a t e  c r i t e r i a  o f  s t a b i l i t y  c a n  b e  
u s e d ,  b y  s u b s t i t u t i n g  t h e  e q u a t i o n  o f  
t h e  h y p e r b o l a  w i t h  t h e  e q u a t i o n s  o f  i t s  
a s y m p t o t e s .  On t h e  b a s i s  of t h e s e  d i s -  
c u s s i o n s  w e  c a n  f i n d  a p p r o x i m a t e  e x p r e s -  
s i o n s  f o r  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s ,  
i n  w h i c h  t h e  l o s s e s  i n  s t a b i l i t y  o c c u r .  
U s i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  a s y m p t o t e s  
( 2 . 2 0 )  a n d  ( 2 . 2 1 )  w e  f i n d  

( 2 . 2 2 )  

( 2 . 2 3 )  
F i g .  2 . 3 .  

F o r m u l a s  ( 2 . 2 2 )  a n d  ( 2 . 2 3 )  c a n  b e  f e a s i b l y  u s e d  i n  m a k i n g  a 
p r e l i m i n a r y  a n a l y s i s  i n  t h o s e  w i d e l y  u s e d  c a s e s  when t h e  e x c e s s  
l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  s t a b i l i t i e s  o f  a n  a i r c r a f t  d i f f e r  s u b s t a n -  
t i a l l y ,  a n d  t h e  d a m p i n g  o f  t h e  m o t i o n  i s  n o t  t o o  h i g h .  From e x p r e s -  
s i o n s  ( 2 . 1 9 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  h y p e r b o l a s  l i e  o n  a 
s t r a i g h t  l i n e ,  d e s c r i b e d  by  t h e  e q u a t i o n  

Xl Y l  - 

A B 

( 2 . 2 4 )  

- 
3 ""y 

cp, qb I /  
S i n c e  t h e  v a l u e s  ~~ a n d  ?;- a r e  u s u a l l y  s u b s t a n t i a l l y  s m a l l e r  

t h a n  t h e  v a l u e s  o f  ma a n d  E-B t h e n  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  l i n e s  o f  t h e  
c e n t e r s  c a n  b e  a p p r o x i m a t e l y  r e w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  zb Y' 

( 2 . 2 5 )  

; . e . ,  t h e  s l o p e  o f  t h e  l i n e s  o f  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  h y p e r b o l a s  p r a c -  - / 4 9  
t i c a l l y  do  n o t  d e p e n d  o n  t h e  f l i g h t  p a t h ,  b u t  a r e  d e t e r m i n e d  by  t h e  
i n e r t i a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  a i r c r a f t .  

W i t h  a c h a n g e  i n  t h e  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  o f  
t h e  a i r c r a f t  t h e  b o u n d a r i e s  o f  t h e  r e g i o n s  o f  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  
a r e  s h i f t e d  ( s e e  F i g .  2 . 3 ) .  L e t  u s  i n t r o d u c e  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  
e n v e l o p i n g  b o u n d a r i e s  o f  s t a b i l i t y  i n  t h e  r e g i o n  o f  v a r i a t i o n  Q o  
f r o m  z e r o  t o  0 0 .  C o n s t r u c t i o n  o f  s u c h  a n  e n v e l o p e  p e r m i t s  c l a r i f y -  
i n g  t h e  r e g i o n  o f  t h e  " a b s o l u t e "  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
f o r  t h e  e n t i r e  p o s s i b l e  r a n g e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s .  
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For t h e  e n v e l o p e  t h e , f o l l o w i n g  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  m u s t  b e  sat- 
. i s f  i e d :  

1 F (SP) = A, (512) = X Y  -f K -0; 
dF (W) -=O. a 92 1 ( 2 . 2 6 )  

E x c l u d i n g  t h e  p a r a m e t e r  R2 f r o m  e q u a t i o n s  ( 2 . 2 6 )  w e  f i n d  t h e  e q u a -  
t i o n  o f  t h e  e n v e l o p e  

- Ki  4- 2Ko ( ApY, + BpXi)= (BPX~ - APY,)'. ( 2 . 2 7 )  

I n  o r d e r  t o  r e d u c e  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  e n v e l o p e  ( 2 . 2 6 )  t o  a c o n v e n -  
i e n t  f o r m ,  l e t  u s  i n t r o d u c e  new v a r i a b l e s  rl a n d  5 u s i n g  r e l a t i o n -  
s h i p s  

( 2 . 2 8 )  

I t  i s  e a s y  t o  p r o v e  t h a t  t h e  a x i s  O n  a g r e e s  w i t h  t h e  l i n e  o f  
t h e  c e n t e r s  o f  t h e  h y p e r b o l a s .  I n  f a c t ,  i f  w e  e q u a t e  5 t o  z e r o ,  
t h e n  w e  f i n d  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  a x i s  O n ,  w h i c h  a g r e e s  w i t h  t h e  
e q u a t i o n  o f  t h e  l i n e  o f  t h e  c e n t e r s  o f  t h e  h y p e r b o l a s  ( 2 . 2 4 ) .  

The s y s t e m  o f  a x e s  5 O r l  i s  s c a l e n e  a n d  t h e  a x e s  05 a n d  Oq f o r m  
i d e n t i c a l  a n g l e s  w i t h  t h e  a x i s  OX, ( F i g . .  2 . 4 1 ,  t h e  v a l u e  o f  w h i c h  
i s  e q u a l  t o  

( 2 . 2 9 )  

Making a s u b s t i t u t i o n  o f  v a r i a b l e s  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 2 7 ) ,  a c c o r d i n g  t o  
f o r m u l a s  ( 2 . 2 8 ) ,  w e  f i n d  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  e n v e l o p e  i n  t h e  s y s -  
t e m  o f  a x e s  S O q :  

( 2 . 3 0 )  

From e x p r e s s i o n  ( 2 . 3 0 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  e n v e l o p e  i s  a p a r a -  
b o l a ,  whose  a x i s  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  l i n e  o f  t h e  h y p e r b o l a  c e n t e r s  
( s e e  F i g .  2 . 4 ) .  

L e t  u s  show t h a t  t h e  p a r a b o l a  o f  e x p r e s s i o n  ( 2 . 3 0 )  i s  t a n g e n t  
t o  t h e  a x e s  OX, a n d  OY . The v a l u e s  5 a n d  q ,  when X I  = 0 o r  Y ,  = 
0 ,  a p e  m u t u a l l y  r e l a t e i  b y  t h e  r e l a t i o n s h i p  

rl = + e .  ( 2 . 3 1 )  

I f  we s u b s t i t u t e  e q u a t i o n  ( 2 . 3 )  i n t o  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  p a r a b o l a  
( 2 . 3 0 ) ,  w e  f i n d  t h a t  t h e  e q u a t i o n  c a n  b e  s a t i s f i e d  a n d  t h e  t a n g e n c y  
o c c u r s  a t  v a l u e s  o f  5 a n d  rl d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  
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F i g .  2 . 4 .  

F i g .  2 . 5 .  

From e x p r e s s i o n  (2.31) i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  e n v e l o p e  i s  t a n g e n t  t o  /51 
t h e  a x e s  XIOYl a t  t h e  p o i n t s  w i t h  c o o r d i n a t e s  on t h e  a x i s  O Y ,  e q u a l  
t o  K,/Au a n d  o n  t h e  a x i s  OX, e q u a l  t o  ( K o / B u > .  

The e q u a t i o n  o f  t h e  e n v e l o p e  d e f i n e s  o n  t h e  p l a n e  ( E $ b ,  
Y a c e r t a i n  " c o r r i d o r " .  

c o r r i d o r  t h e  a i r c r a f t  w i l l  b e  s t a b l e  a t  a n y  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  w i d e r  t h e  c o r r i d o r  t h e  
e a s i e r  w i l l  b e  t h e  c h o i c e  o f  p a r a m e t e r s  s u c h  as  Ha a n d  HB. Quan- 
t i t a t i v e l y  w e  c a n  d e t e r m i n e  t h e  w i d t h  o f  t h e  c o r r i d o r  b y  a n a l y z i n g  
t h e  v a l u e  1 5 1  when rl = c o n s t .  From e x p r e s s i o n  ( 2 . 3 0 )  i t  f o l l o w s  
t h a t  

I n  c h o o s i n g  t h e  v a l u e s  i?igb a n d  f f8  f r o m  t h i s  

? b  Y 

4 3  
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T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  s c a l e s  o f  t h e  v a r -  
i a b l e s  i n  t h e  a x e s  COT) a n d  X,OY, o f  e x p r e s s i o n  ( 2 . 2 8 )  w e  f i n d  t h a t  
t h e  w i d t h  o f  t h e  c o r r i d o r  i n  t h e  s y s t e m  o f  a x e s  X,OY, i s  p r o p o r t i o n a l  
t o  t h e  e x p r e s s i o n  

( 2 . 3 3 )  

The w i d t h  o f  t h e  c o r r i d o r  i s  i n c r e a s e d  w i t h  i n c r e a s e  i n  t h e  v a l u e s  
o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  d a m p i n g  a n d  i s  d e c r e a s e d  w i t h  i n c r e a s e  i n  
t h e  h e i g h t  o f  f l i g h t  o f  t h e  a i rc raf t :  W i t h  z e r o  v a l u e s  o f  t h e  c o -  
e f f i c i e n t s  o f  d a m p i n g  ea, eg, mWY, m g Z  t h e  c o r r i d o r  i s  d e g e n e r a t e d  
i n t o  a l i n e  a n d  t h e  h y p g r b o l a s  % r e  m e r g e d  w i t h  t h e i r  a s y m p t o t e s .  

- 

C o n s t r u c t i o n  o f  t h e  r e g i o n s  o f  s t a b i l i t y  i n  t h e  p l a n e  o f  t h e  
p a r a m e t e r s  Z@ a n d  i s  c o n v e n i e n t  i n  a n a l y z i n g  s t a b i l i t y ,  when 
t h e  p a r a m e t e r s  o f  a n  a i r c r a f t  a r e  e i t h e r  n o t  d e t e r m i n e d  or may b e  
v a r i e d  i n  a c e r t a i n  r a n g e .  I n  t h o s e  ca ses  when t h e  a e r o d y n a m i c  p a -  
r a m e t e r s  o f  a n  a i r c r a f t  a r e  a p r i o r i  d e t e r m i n e d ,  f o r  a n a l y s i s  o f  
s t a b i l i t y  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  s i m p l y  c o n s t r u c t  a g r a p h  o f  t h e  f u n c -  
t i o n  AO(R) a n d  u s e  c o n d i t i o n s  ( 2 . 1 5 ) .  On s u c h  a g r a p h  w e  c a n  s e e  
w i t h  s p e c i a l  c l a r i t y  t h e  m e a n i n g  o f  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t i e s  i n t r o d u c e d  a b o v e .  S i n c e  A a n d  B a r e  p o s i t i v e  n u m b e r s ,  
t h e n  f o r  a s t a t i c a l l y  s t a b l e  a i r c r a f t  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p s  
a r e  a l w a y s  s a t i s f i e d ;  

Y 

( 2 . 3 4 )  

On t h e  o t h e r  h a n d  AO(R) 
p r e s s i o n s  ( 2 . 3 4 1 ,  c a n  h a v e  e i t h e r  t w o  or n o  z e r o s ,  or o n e  z e r o  i n  
t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  t a n g e n c y  o f  t h e  c u r v e  A,(R) o f  t h e  a b s c i s s a  a x i s .  
A s  a n  e x a m p l e ,  on F i g u r e s  2 . 5  a n d  2 . 6  a r e  p l o t t e d  t h e  f u n c t i o n s  
AO(R) f o r  d i f f e r e n t  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  ifgb a n d  i f@ a n d  d i f f e r e n t  
c o e f f i c i e n t s  o f  d a m p i n g .  From t h e s e  f i g u r e s  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  
c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  w a ,  w B  w h i c h  were  i n t r o d u c e d  
a b o v e  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 2 . 2 2 )  a n d  ( 2 . 2 3 )  c o r r e s p o n d  t o  z e r o s  o f  t h e  
f u n c t i o n  A,(R), i n  w h i c h  a l l  t e r m s  o f  d a m p i n g  a r e  t a k e n  e q u a l  t o  
z e r o .  W i t h  r e a l  v a l u e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  d a m p i n g ,  when t h e  
a i r c r a f t  h a s  n o  o s c i l l a t i o n  d a m p e r s ,  t h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  t h e  
c r i t i c a l  a n g u l a r  v e l o c i t i e s ,  d e t e r m i n e d  f r o m  f o r m u l a s  ( 2 . 2 2 )  a n d  
( 2 . 2 3 )  a r e  n e a r  t o  t h e  z e r o s  o f  t h e  f u n c t i o n  AO(R). 

i s  a R2 p a r a b o l a  w h i c h ,  as  f o l l o w s  f r o m  e x -  

/ 5 2  Y - 
- - 

I 

The e x p r e s s i o n  f o r  t h e  z e r o s  o f  t h e  f u n c t i o n  A 0 ( Q )  c a n  b e  ob -  
t a i n e d  p r e c i s e l y  i n  e x p l i c i t  f o r m .  For t h i s  p u r p o s e ,  i f  we a n a l y z e  

as  t h e  s o u g h t  p a r a m e t e r ,  w e  w i l l  t r a n s f o r m  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  
AO(Ri) i n t o  t h e  f o r m  

( 2 . 3 5 )  
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whence  i t  f o l l o w s  t h a t  

F o r  t h e  ca se  of s m a l l  d a m p i n g  w i t h  " d i s p e r s e d "  v a l u e s  o f  t h e  c r i t -  
i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s ,  f r o m  f o r m u l a  ( 2 . 3 6 )  w e  c a n  f i n d  t h e  r e -  
f i n e d  a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  i n  
a form w h i c h  i s  c o n v e n i e n t  f o r  c o m p u t a t i o n .  

F i g .  2 . 6 .  

U s i n g  t h e  d e f i n i t i o n s  i n t r o d u c e d  a b o v e ,  w e  c a n  w r i t e  

( 2 . 3 7 )  

If w e  n e g l e c t  t h e  s m a l l  t e r m  ( K , / A B U ~ ) ~  u n d e r  t h e  r a d i c a l  a n d  r e -  
t a i n  o n l y  t h e  f i r s t  t e r m  o f  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  s q u a r e  r o o t  
i n  t h e  f o r m  of a T a y l o r  s e r i e s ,  w e  f i n d  

( 2 . 3 8 )  

( 2 . 3 9 )  

F o r m u l a s  ( 2 . 3 8 )  a n d  ( 2 . 3 9 1 ,  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  comment s  made 
a b o v e ,  a g r e e  w e l l  w i t h  t h e  c a l c u l a t i o n .  From t h e s e  f o r m u l a s ,  i n  
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p a r t i c u l a r  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  d a m p i n g  i s  n e a r  t h e  z e r o s  o f  t h e  
f u n c t i o n  A o ( Q ) .  For e x a m p l e ,  i n  t h e  case when ;a! > G f i ,  f r o m  e x -  
p r e s s i o n s  ( 2 . 3 8 )  a n d  ( 2 . 3 9 )  i t  f o l l o w s  t h a t  

( 2 . 4 0 )  

I n  t h e  p r e s e n c e  o f  o s c i l l a t i o n  d a m p e r s  on t h e  a i r c r a f t ,  a n d  
a l s o  i n  t h o s e  ca ses  when t h e  v a l u e s  ma a n d  a r e  n e a r ,  t h e  f u n c -  
t i o n  A o ( Q )  i n  g e n e r a l  may n o t  h a v e  z e r o s .  
c o n d i t i o n s  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  a i r c r a f t  w i l l  b e  s a t i s f i e d  i n  o r d e r  
t h a t  t h i s  b e  d o n e .  I n  o r d e r  f o r  t h e  f u n c t i o n  A o ( Q )  n o t  t o  h a v e  
z e r o s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  t h a t  i t  b e  p o s i t i v e  w i t h  a 
v a l u e  of t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  Q ,  when t h e  d e r i v a t i v e  
( a A o / a Q >  i s  e q u a l  t o  z e r o .  

z b  L e v  u s  d e t e r m i n e  by  w h a t  

The b o u n d a r y  o f  s u c h  a r e g i o n  o f  p a r a m e t e r s  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  
t h e  c o n d i t i o n  o f  s i m u l t a n e o u s  c o n v e r s i o n  t o  z e r o  o f  t h e  e x p r e s s i o n s  

C o m p a r i n g  t h e s e  c o n d i t i o n s  w i t h  e x p r e s s i o n s  ( 2 . 2 6 ) ,  we f i n d  t h a t  
t h e  e q u a t i o n  f o r  s u c h  a b o u n d a r y  i s  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  e n v e l o p e  
i n t r o d u c e d  a b o v e  [ s e e  e q u a t i o n  ( 2 . 7 ) l .  H o w e v e r ,  as h a s  b e e n  men- 
t i o n e d  a b o v e ,  t h e  v a l u e s  o f  t h e  d a m p i n g  a r e  u s u a l l y  s m a l l  a n d  t h e  
c o n d i t i o n s  o f  s t a b i l i t y  o f  a n  a i r c r a f t  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  
o f  a n  i n e q u a l i t y ,  f r o m  w h i c h  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  m o t i o n  i s  s t a b l e  
i n  t h o s e  c a s e s  when t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  l i e s  o u t s i d e  t h e  - / 5 4  
z o n e  o f  c r i t i c a l  a n g u l a r  v e l o c i t i e s :  

o r  
( 2 . 4 1 )  

I n  e q u a t i o n  ( 2 . 4 1 )  t h e  s i g n  min d e n o t e s  t h e  s m a l l e r  o f  t h e  t w o  
n u m b e r s  ;E, ;E, a n d  t h e  s i g n  max d e n o t e s  t h e  l a r g e r  o f  t h e m ;  t h e s e  
a r e  t h e  z e r o  f u n c t i o n s  A o ( Q ) .  

-7. 

The a p p e a r a n c e  o f  s t a b i l i t y  l o s s e s  o f  m o t i o n  by a t u r n i n g  a i r -  
c r a f t  ( w h i c h  h a s  b e e n  a n a l y z e d  i n  d e t a i l )  f o r  a c e r t a i n  c r i t i c a l  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  i s  n o t  u n i q u e .  I n  m e c h a n i c s  s i m i l a r  p h e -  
nomena a r e  known.  Sn f i r s t  o r d e r  i n  t h i s  r e s p e c t  i t  f o l l o w s  t o  
n o t e  t h e  phenomenon  o f  r e s o n a n c e  of r o t a t i n g  s h a f t s  ( s e e  f o r  e x a m p l e  
C131). The phenomenon  o f  r e s o n a n c e  i n v o l v e s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  
r e s o n a n c e  o s c i l l a t i o n s  w h i c h  may l e a d  t o  d i s r u p t i o n  o f  t h e  s h a f t  
when t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  s h a f t  b e c o m e s  e q u a l  t o  
t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  l a t e r a l  o s c i l l a t i o n s .  An a n a l o g o u s  
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phenomenon may b e  o b s e r v e d  i n  t h e  o p e r a t i o n  o f  a c e n t r i f u g e  i n  a 
w a s h i n g  m a c h i n e .  R e s o n a n c e  i n  t h i s  l a t t e r  case i s  o b s e r v e d  i n  t h e  
f o r m  o f  t w o  p u l s e s :  when t h e  c e n t r i f u g e  i s  s t a r t e d  up a n d  when i t  
i s  s l o w e d  down. The r e s o n a n c e  i s  s t r o n g e r  as t h e  d i s p l a c e m e n t  o f  
t h e  c e n t e r  o f  g r a v i t y  o f  t h e  c e n t r i f u g e  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  o f  
r o t a t i o n  b e c o m e s  g r e a t e r .  

A g o o d  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  p h e n o m e n a  
n o t e d  a b o v e  may b e  a n  e x p e r i m e n t  w i t h  a 
m o d e l  o f  a n  a i r c r a f t .  The m o d e l  o f  t h e  
a i r c r a f t ,  whose  b a s i c  m a s s  i s  c o n c e n t r a t e d  
i n  t h e  f u s e l a g e ,  i s  s u s p e n d e d  on a r u b b e r  
b a n d ,  s o  t h a t  t h e  w e i g h t  o f  t h e  m o d e l  i s  
c o m p e n s a t e d  b y  t h e  t e n s i l e  s t r e n g t h  o f  t h e  
r u b b e r .  Wi th  a d e f l e c t i o n  b y  t h e  a n g l e s  
a a n d  6 t h e  m o d e l  w i l l  c a u s e  o s c i l l a t i o n s  
r e l a t i v e  t o  t h e  c e n t e r  o f  m a s s  a c t e d  on 
by t h e  r e d u c e d  f o r c e  T ,  e q u a l  t o  t h e  
w e i g h t  o f  t h e  m o d e l  ( F i g .  2 . 7 ) .  L e t  u s  
t w i s t  t h e  r u b b e r  b a n d  a n d  d r o p  t h e  m o d e l .  
Wi th  a weak t w i s t  o f  t h e  e l a s t i c  t h e  
m o d e l  o f  t h e  a i r c r a f t  w i l l  r e v o l v e  s l o w l y  
r e l a t i v e  t o  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s  OX1 
w i t h  l i t t l e  d e v i a t i o n  f r o m  t h e  v e r t i c a l .  
I f  t h e  r u b b e r  i s  f i r s t  wound t i g h t l y ,  t h e  
a n g u l a r  r o t a t i o n a l  v e l o c i t y  o f  t h e  m o d e l  
w i l l  b e  g r e a t  a n d  w i l l  r e a c h  a c r i t i c a l  
v a l u e ,  i n  w h i c h  c a s e  t h e  s p a t i a l  a n g l e  

m o d e l ,  b y  r o t a t i n g ,  " d e s c r i b e s "  a c o n e  

/ 5 5  - 
F i g .  2 . 7 .  o f  a t t a c k  b e g i n s  t o  i n c r e a s e  a n d  t h e  

i n  s p a c e ,  i . e . ,  s e e m i n g  l o s s e s  i n  m o t i o n  s t a b i l i t y  a r e  o b s e r v e d  
" i n  t h e  s m a l l 1 '  ( s e e  F i g .  2 . 7 ) .  

Such  a m o t i o n  o f  t h e  m o d e l  i s  s i m i l a r  t o  t h e  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  w i t h  s t e a d y  r o l l i n g  t u r n ,  t h e  o n l y  d i f f e r e n c e  b e i n g  t h a t  
t h e  d e g r e e  o f  s t a b i l i t y  i n  t h e  m o d e l  w i t h  m o t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  
a x e s  OY1 a n d  OZ1 i s  i d e n t i c a l  a n d  i n  t h e  a i r c r a f t  i t  i s  u s u a l l y  
d i  f f e  r e n t  . 

L e t  u s  n o t e  t h a t  t h e  a n g u l a r  r o t a t i o n a l  v e l o c i t y  o f  t h e  m o d e l ,  
a f t e r  r e a c h i n g  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  , p r a c t i c a l l y  d o e s  n o t  i n c r e a s e ,  
s i n c e  t h e  c h a n g e  i n  t h e  s p a t i a l  a n g l e  o f  a t t a c k  o f  t h e  m o d e l  i n  t h e  
r e g i o n  o f  t h e  c r i t i c a l  v e l o c i t y  a c t s  s i m i l a r l y  t o  t h e  c e n t r i f u g a l  
r e g u l a t o r  ( W a t t  r e g u l a t o r ) .  W i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  
t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  i n c r e a s e s ,  t h u s  l e a d i n g  t o  a n  i n c r e a s e  %I t h e  
i n e r t i a l  moment o f  t h e  l o a d  on t h e  r u b b e r  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  05 
a n d  c o r r e s p o n d i n g l y  r e t a r d s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a n g u l a r  r o t a t i o n a l  
v e l o c i t y .  
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9 .  S t a b i l i t y  o f  M o t i o n  D u r i n g  S t e a d y  R o l l i n g  T u r n  
i n  S e v e r a l  Extreme C a s e s .  

L e t  u s  l o o k  a t  s e v e r a l  s i m p l i f i e d  e x t r e m e  cases  o f  t h e  m o t i o n  
o f  a n  a i r c r a f t  t u r n i n g  i n  a roll. F i r s t  l e t  u s  l o o k  a t  t h e  c a s e  of 
a i r c r a f t  m o t i o n ,  t u r n i n g  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  on w h i c h  
n o  a e r o d y n a m i c  f o r c e s  a n d  moments  a r e  a c t i n g ,  w h i c h  c a s e  may b e  
v a l i d  d u r i n g  f l i g h t  w i t h  a v e r y  s m a l l  d y n a m i c  h e a d  ( q  + 0 ) .  If i n  
t h i s  c a s e  w e  f u r t h e r  a s s u m e  ( f o r  s i m p l i f i c a t i o n  o f  a l l  c a l c u l a t i o n s )  
t h a t  t h e  e l l i p s o i d  o f  i n e r t i a  h a s  a n  a x i s  o f  s y m m e t r y ,  ? . e . ,  
J, = 1, t h e n  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  w i l l  h a v e  t h e  
f o r m  : c: 

J Y  = 

d w  J 2 d t  =- - ( J  - J x )  wxwbr; 

J - d t  = ( J  - J x )  wso,; 

J dwX=o. 

doy 

x d t  

( 2 . 4 2 )  

From E q u a t i o n s  ( 2 . 4 2 )  we f i n d  t h e  e q u a t i o n s  f o r  c h a n g e  i n  t h e  

Y: a n g u l a r  v e l o c i t i e s  w z  a n d  w 

( 2 . 4 3 )  

S o l u t i o n  t o  E q u a t i o n s  ( 2 . 4 3 1 ,  when J > J,, i s  a l w a y s  s t a b l e  a n d  c a n  - / 5 6  
b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

w h e r e  

I W, = a cos (qt); 
w y = a  sin (qt), ( 2 . 4 4 )  

t 

a = m, (0) = const; olY (0) = 0. 

From e x p r e s s i o n s  ( 2 . 4 4 1 ,  a s s u m i n g  t h a t  w X  = c o n s t ,  i t  i s  e a s y  
t o  s e e  t h a t  t h e  t o t a l  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  f o r  t h e  e n t i r e  

- ~~~ 

$:This c a s e  i s  s t u d i e d  i n  c l a s s i c a l  c o u r s e s  o f  t h e o r e t i c a l  m e c h a n i c s  
( s e e  C 9 - 1 0 1 ) .  
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t i m e  o f  m o t i o n  r e m a i n s  c o n s t a n t  (ug + io2 = a2), b u t  t h e  d i r e c t i o n  
o f  t h e  v e c t o r  o f  a n g u l a r  v e l o c i t y  w i l l  8 a r y  r e l a t i v e  t o  t h e  b o d y  
( p r e c e s s )  a t  a f r e q u e n c y  11. H e n c e ,  i t  e s p e c i a l l y  f o l l o w s  t h a t  t h e  
s t e a d y  r o t a t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h o u t  p r e c e s s i o n  i s  p o s s i b l e  o n l y  
r e l a t i v e  t o  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s  ( a  = O ) ,  a n d  r o t a t i o n  r e l a t i v e  
t o  a n y  o t h e r  a x i s  w i l l  l e a d  t o  p r e c e s s i o n .  

I f  a l l  i n e r t i a l  moments  o f  t h e  a i r c r a f t  a r e  d i f f e r e n t  ( t h e  
E u l e r  c a s e )  t h e n  i t  i s  p o s s i b l e  t o  show ( s e e  [ 9 ] ,  [lo]) t h a t  i t s  
r o t a t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  w i t h  m i n i m a l  a n d  m a x i m a l  i n e r t i a l  
moments  i s  s t a b l e .  I n  s u c h  c a s e  t h e  r o t a t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  m a j o r  
i n e r t i a l  a x i s  0x1, u s u a l l y  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  m i n i m a l  i n e r t i a l  
moment w i t h  wX = c o n s t ,  w i l l  o c c u r  w i t h o u t  p r e c e s s i o n .  I n  t h e  
g e n e r a l  c a s e  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  d e s c r i b e d  by  e l l i p t i c a l  
f u n c t i o n s .  

U s u a l l y  f o r  a i r c r a f t  t h e  r e l a t i o n s h i p  J y -  J z  i s  s a t i s f i e d ,  
t h e r e f o r e ,  t h e  m o t i o n  i n  t h e s e  a s s u m p t i o n s  w i l l  b e  a l m o s t  p e r i o d i c  
a n d  n e a r  t h e  m o t i o n  o f  a s y m m e t r i c  b o d y  s t u d i e d  a b o v e .  

L e t  u s  l o o k  a t  t h e  s e c o n d  e x  r e m e  case  when t h e  moments  o f  t h e  b s t a t i c  s t a b i l i t y  o f  a n  a i r c r a f t  m a n d  mg a r e  h i g h ,  a n d  t h e  i n e r t i a l  Y moments  a r e  q u i t e  s m a l l .  T h i s  c a s e  a p p r o x i m a t e l y  c o r r e s p o n d s  t o  
t h e  f l i g h t  o f  a n  a i r c r a f t  i n  a s y s t e m  w i t h  l a r g e  d y n a m i c  h e a d s  a n d  
a s m a l l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  when t h e  r e l a t i v e  r o l e  o f  t h e  
a e r o d y n a m i c  f o r c e s  i s  h i g h  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  i n e r t i a l  f o r c e s .  
Then  when wL1: = c o n s t ,  d u r i n g  t h e  t i m e  o f  t h e  m o t i o n ,  a p p r o x i m a t e  
r e l a t i o n s h i p s  s u c h  a s  t h e s e  w i l l  b e  s a t i s f i e d :  

a=ao=const;  
B = O ,  

: . e . ,  s t e a d y  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  w i l l  o c c u r  r e l a t i v e  t o  t h e  
v e l o c i t y  v e c t o r  o f  t h e  f l i g h t .  

L e t  u s  l o o k  a t  t h i s  l a t t e r  e x t r e m e  c a s e  o f  m o t i o n ,  when t h e  

I n  
a i r c r a f t  h a s  i n f i n i t e l y  l a r g e  i n e r t i a ,  ? . e . ,  J = J ,  + 0 0 ,  t h e  
moments  o f  s t a t i c  s t a b i l i t y  a r e  s m a l l  a n d  wY(Oy = w z ( 0 )  = 0 .  
t h i s  c a s e  t h e  s t e a d y  r o t a t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i l l  o c c u r  r e l a t i v e  t o  

t u d i n a l  a x i s  o f  t h e  f u s e l a g e .  I f  a t  t h e  i n i t i a l  moment o f  t i m e  
when y = 0 ,  t h e  r e l a t i o n s h i p  ct = c t o  a n d  B = 0 i s  s a t i s f i e d ,  t h e n  
when y =  IT/^, we f i n d  ct = 0 a n d  B = a o .  C o n s e q u e n t l y ,  t h e  a n g l e  
o f  a t t a c k  a n d  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  w i l l  b e  p e r i o d i c  f u n c t i o n s  o f  t h e  
a n g l e  o f  b a n k  ( s e e  F i g .  1 . 6 ) :  01 = c t o  c o s  y ;  B = c t o  s i n  . 

t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s ,  i . e . ,  p r a c t i c a l l y  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i -  /57 

I t  i s  n a t u r a l  t h a t  i n  t h e  g e n e r a l  c a se  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t  h a s  a m o r e  c o m p l e x  c h a r a c t e r ,  e s p e c i a l l y  when t h e  v a l u e s  o f  
t h e  a e r o d y n a m i c  a n d  i n e r t i a l  moment s  a r e  o f  o n e  o r d e r .  H o w e v e r ,  
i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  w e  c a n  a l m o s t  a l w a y s  o b s e r v e  e l e m e n t s  o f  t h e  
e x t r e m e  cases  a n a l y z e d  a b o v e .  
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1 0 .  The Dynamic C h a r a c t e r i  s t i  cs  o f  Modern A i r c r a f t  

T y p e s  o f  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  m o t i o n s  
h a v e  a l w a y s  e x i s t e d ,  h o w e v e r  t h e y  h a v e  become  q u i t e  s u b s t a n t i a l  
o n l y  w i t h  t h e  a p p e a r a n c e  o f  s u p e r s o n i c  a i r c r a f t .  Which o f  t h e s e  
c h a n g e s  i n  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  o f  a i r c r a f t  a n d  t h e i r  a e r o d y n a m i c  
c h a r a c t e r i s t i c s  h a v e  l e d  t o  s u c h  r e s u l t s ?  L e t  u s  look b r i e f l y  a t  
t h e  b a s i c  t e n d e n c i e s  o f  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  
m a n e u v e r i n g  a i r c r a f t  f r o m  t h e  v i e w p o i n t  o f  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  
l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  m o t i o n s .  

F i g .  2 . 8 .  

H i g h  f l y i n g  s p e e d s  h a v e  l e d  t o  s u b s t a n t i a l  c h a n g e  i n  t h e  f o r m s  
o f  t h e  s p e c i f i c  e l e m e n t s  o f  a i r c r a f t .  S u p e r s o n i c  a i r c r a f t  ( F i g .  
2 . 8 , b )  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  s u b s o n i c  ( s e e  F i g .  2 . 8 , a )  h a v e  a m o r e  
e l o n g a t e d  s h a p e  t o  t h e  f u s e l a g e ,  n a r r o w e r  w i n g s  o f  s m a l l e r  l e n g t h  
w h i c h  c a u s e  t h e  d e s i g n e r s  t o  d i s t r i b u t e  t h e  b a s i c  l o a d s  i n  t h e  
f u s e l a g e .  As a r e s u l t ,  t h e  r a t i o  o f  t h e  moments  o f  i n e r t i a  J z / J , ,  
J y / J , ,  w h i c h  w a s  o f  t h e  o r d e r  of 2 - 3 f o r  s u b s o n i c  a i r c r a f t ,  a p -  
p r o a c h e s  a v a l u e  o f  t h e  o r d e r  of 1 0  - 1 5  f o r  s u p e r s o n i c  a i r c r a f t .  

From f o r m u l a s  ( 2 . 2 2 )  a n d  ( 2 . 2 3 )  i t  f o l l o w s  t h a t  w i t h  a c o n s t a n t  
/ 5 8  v a l u e  o f  t h e  moment o f  i n e r t i a  J z ( J , )  a n d  t h e  e x c e s s  d i r e c t i o n a l  - 

a n d  l o n g i t u d i n a l  s t a b i l i t y ,  s u c h  a c h a n g e  i n  t h e  r a t i o s  b e t w e e n  t h e  
moments  of i n e r t i a  o f  t h e  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a n d  
l a t e r a l  a x e s  l e a d s  t o  a d e c r e a s e  i n  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  
by  a l m o s t  1 . 5  - 2 t i m e s .  

For m a n e u v e r i n g  a i r c r a f t  o f  c o n t e m p o r a r y  g r o u p i n g s  i t  i s  
c h a r a c t e r i s t i c  t h a t  t h e  e x c e s s  l o n g i t u d i n a l  s t a b i l i t y  d u r i n g  t r a n s i -  
t i o n  f r o m  s u b s o n i c  t o  s u p e r s o n i c  s p e e d s  i n c r e a s e s  s u b s t a n t i a l l y ,  
w h i c h  c a n  b e  e x p l a i n e d  by  t h e  b a c k w a r d  s h i f t  a l o n g  t h e  f l o w  o f  t h e  
w i n g  f o c a l  p o i n t ,  : . e . ,  by  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  d e r i v a t i v e  m Z y  ( F i g .  
2 . 9 ) .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  e x c e s s  d i r e c t i o n a l  s t a b i l i t y  o f  t h e  
a i r c r a f t ,  a s  n o t e d  a b o v e ,  w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  M number  i s  s u b -  
s t a n t i a l l y  d e c r e a s e d  ( F i g .  2 . 1 0 ) .  All t h i s  l e a d s  t o  t h e  f a c t  t h a t ,  
a s  a r u l e ,  a t  s u b s o n i c  f l y i n g  s p e e d s  t h e  l e a s t  c r i t i c a l  r o l l i n g  
v e l o c i t y  i s  w a y  i . e . ,  t h e  c r i t i c a l  v e l o c i t y  d e t e r m i n e d  b y  t h e  
p i t c h i n g  m o t i o n ,  a n d  w i t h  t r a n s i t i o n  t o  s u p e r s o n i c  n u m b e r s  M ( M  > l), 
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w a  a n d  W B  s w a p  p l a c e s  a n d  t h e  l e a s t  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t y  b e -  
comes t h e  v a l u e  w B ,  i . e . ,  t h e  c r i t i c a l  v e l o c i t y  d e t e r m i n e d  b y  t h e  
y a w i n g  m o t i o n  ( F i g .  2 . 1 1 ) .  A l o n g  w i t h  t h e  a b o v e ,  i n  s u p e r s o n i c  
a i r c r a f t  t h e  v a l u e  o f  t h e  m a x i m a l  p r o p o s e d  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  a s  a 
r u l e ,  i s  g r e a t e r  t h u s  c a u s i n g  a s l i g h t  d e c r e a s e  i n  d a m p i n g  d u r i n g  
t h e  t r a n s i t i o n  i n v o l v i n g  w i n g s  o f  s m a l l  l e n g t h .  Summing u p ,  i t  
f o l l o w s  t o  n o t e  t h a t  a l l  t h e  f a c t o . r s  m e n t i o n e d  a b o v e  d e c r e a s e  t h e  
c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  a n d  make i t  e a s i e r  t o  r e a c h  t h e m  i n  
f l i g h t .  T y p i c a l  d e p e n d e n c e s  o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  o n  
f l y i n g  s p e e d  for a i r c r a f t  o f  v a r i o u s  t y p e s  a r e  i l l u s t r a t e d  a l s o  o n  
F i g u r e  2 . 1 2 .  

0 I M 0 I a? M 

F i g .  2 . 9  F i g .  2 . 1 0  

The r e s u l t s  f o u n d  i n  t h e  p r e c e d i n g  p a r a g r a p h s ,  r e g a r d l e s s  o f  
t h e  s i m p l i f i e d  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m ,  p e r m i t  f i n d i n g  s e v e r a l  
q u a l i t a t i v e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  s p a t i a l  m o t i o n  
o f  a n  a i r c r a f t ,  a c c o m p a n i e d  b y  s t r o n g  r o l l i n g .  I n  f a c t  t h e  r e l a t i o n -  
s h i p s  c i t e d  a b o v e  i n d i c a t e  t h a t  i f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  i n  
t h e  p r o c e s s  o f  m o t i o n  a p p r o a c h e s  or e x c e e d s  t h e  l e a s t  o f  t h e  c r i t i c a l  
r o l l i n g  v e l o c i t i e s  t h e n  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  m o t i o n  i s  

a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  b e g i n  t o  i n c r e a s e  m o n o t o n i c a l l y  a n d  
i f  t h e  r o t a t i o n  d o e s  n o t  c e a s e ,  t h e n  t h e  a i r c r a f t  may g o  i n t o  u n a l -  
l o w a b l y  l a r g e  a n g l e s  a n d  a t  h i g h e r  d y n a m i c  h e a d s  e v e n  b e  d e s t r o y e d .  
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  s m a l l e r  t h e  v a l u e  o f  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y ,  t h e  m o r e  p r o b a b l e  w i l l  b e  i t s  a t t a i n m e n t  i n  f l i g h t  
d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s .  The  d e t e r m i n a n t  i n  t h i s  c a s e  i s  t h e  
l e a s t  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t y .  

/ 5 9  e i t h e r  d e c r e a s e d  or i n  g e n e r a l .  may b e  d i s t u r b e d ;  i n  s u c h  c a s e  t h e  - 

L e t  u s  l o o k  a t  s e v e r a l  c h a r a c t e r -  
i s t i c s  o f  t h e  a i r c r a f t  m o t i o n  i n  c a r r y i n g  
o u t  r o l l i n g  m a n e u v e r s .  A s  n o t e d  a b o v e  
a s  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  a p -  
p r o a c h e s  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  t h e  d e g r e e  

d e c r e a s e d .  I t  i s  o b v i o u s  i n  s u c h  c a s e  
i f  c e r t a i n  a e r o d y n a m i c  moment s  a c t  o n  
t h e  c o n t r o l s  o f  t h e  a i r c r a f t ,  i t  w i l l  

s t a b i l i t y ,  : . e . ,  t h e  n e a r e r  t h e  a n g u l a r  

wz r a d  / s e c 

S o f  s t a b i l i t y  of  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  

I.0 45 M t h e n  r e a c t  m o r e  s t r o n g l y  t h a n  t h e  e x c e s s  

F i g .  2 . 1 1  
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r o l l i n g  v e l o c i t y  w i l l  b e  t o  t h e  c r i t i c a l .  F u r t h e r m o r e ,  d u e  t o  
a c t i o n  o f  t h e  i n e r t i a l  m o m e n t s ,  t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  a n d  

t h e  e l e v a t o r  w i l l  l e a d  t o  s i m u l t a n e o u s  
c h a n g e  i n  t h e  a n g l e s  of a t t a c k  a n d  s i d e  

w X crr t t  s l i p .  I n  t h i s  case  t h e  m o t i o n  o f  t h e  
r a d /  a i r c r a f t ,  i n  a r o l l i n g  t u r n ,  i s  q u i t e  

s i m i l a r  t o  t h e  m o t i o n  o f  a g y r o s c o p e ,  
w h i c h  u n d e r  t h e  a c t i o n  o f  a d i s t u r b i n g  
moment b e g i n s  t o  c h a n g e  i t s  o r i e n t a t i o n ,  
b y  p r e c e s s i n g  i n  a d i r e c t i o n  o r t h o g o n a l  
t o  t h e  a c t i o n  o f  t h e  moment .  

IO 

L e t  u s  l o o k  i n  m o r e  d e t a i l  a t  a 
s i m p l i f i e d  p h y s i c a l  d i a g r a m  o f  t h e  mo- 
t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  a r o l l i n g  t u r n  
w i t h  a n  a n g u l a r  v e l o c i t y  l e s s  t h a n  t h e  
c r i t i c a l ,  w i t h  s i m u l t a n e o u s  d e f l e c t i o n  
o f  t h e  e l e v a t o r .  The  d e f l e c t i o n  o f  t h e  
e l e v a t o r  l e a d s  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  a n  

5 

- -- 
200 COO 600 BOO 1000 v 

i n d  '. a d d i t i o n a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  a n g u l a r  

F i g .  2 . 1 2  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  021, t h a n k s  t o  
k m / h r  v e l o c i t y  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  

w h i c h  t h e  v e c t o r  o f  t h e  t o t a l  a n g u l a r  
v e l o c i t y  R c e a s e s  t o  b e  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s  
OX1 ( s e e  F i g .  1 . 8 ) .  The  d e v i a t i o n  o f  t h e  v e c t o r  R f r o m  t h e  a x i s  

f o r c e s ,  e q u a l  t o  ( J ,  - Jx)wzwx. T h i s  moment b e g i n s  t o  " t u r n "  t h e  
a i r c r a f t  i n t o  a y a w i n g  m o t i o n  u n t i l  i t  c o m p e n s a t e s  t h e  a e r o d y n a m i c  
moment o f  t h e  d i r e c t i o n a l  s t a b i l i t y .  I n  t h i s  ca-se t h e  d e f l e c t i o n  
o f  t h e  c o n t r o l  s t i c k  a n d  t h e  c r e a t i o n  o f  a p o s i t i v e  a n g u l a r  p i t c h i n g  
v e l o c i t y  w,, l e a d  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  a n  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  o f  t h e  
same s i g n  a s  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  i . e . ,  w i t h  s t a r b o a r d  
r o l l i n g  (a, > 0 )  t h e  r i g h t  w i n g  g o e s  a h e a d  ( 8 ,  > 0 ) ,  a n d  w i t h  p o r t  
r o l l i n g  (w, < O), t h e  l e f t  w i n g  g o e s  a h e a d  (6 < 0). R o l l i n g  w i t h  
r e c o i l  o f  t h e  c o n t r o l  s t i c k  a f t e r  c o m i n g  o u t  o f  a n e g a t i v e  G - f o r c e  
w i l l  l e a d  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  s i d e  s l i p  w i t h  a s i g n  t h a t  is op-  
p o s i t e  t o  t h a t  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  i . e . ,  w i t h  s t a r -  
b o a r d  r o l l i n g  (wx > 0 )  t h e  l e f t  w i n g  g o e s  a h e a d  (6 < 0 )  a n d  v i c e  
v e r s a .  

/ 6 0  OX1 l e a d s  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  t h e  moment f r o m  t h e  c e n t r i f u g a l  - 

I n  t h i s  s t a g e  o f  d e s c r i b i n g  t h e  d y n a m i c s  o f  r o l l i n g  m a n e u v e r s  
i t  f o l l o w s  t o  i n t r o d u c e  a new,  p r e v i o u s l y  u n c o n s i d e r i n g  f a c t o r ,  
t h e  p r e s e n c e  o f  e x c e s s  l a t e r a l  s t a b i l i t y  m! i n  t h e  a i r c r a f t .  The 
l a t e r a l  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  l e a d s  t o  a n  a n g l e  o f  s i d e  s l i p ,  
a n d  i n  t h e  g e n e r a l  c a se  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a l s o ,  b e g i n n i n g  t o  s u b -  
s t a n t i a l l y  i n f l u e n c e  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  a s  a r e s u l t  o f  
w h i c h  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  s i g n i f i c a n t l y  c o m p l i c a t e d .  

R o u g h l y  s p e a k i n g ,  w e  c a n  d e f i n e  t w o  c h a r a c t e r i s t i c  t y p e s  o f  
r o l l i n g  m a n e u v e r s  i n  a n  a i r c r a f t .  I n  t h e  f i r s t  c a s e  t h e  e f f e c t  o f  
l a t e r a l  s t a b i l i t y  l e a d s  t o  a d e c r e a s e  i n  t h e  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y ,  i . e . ,  i t  i s  m a n i f e s t e d  i n  a s e e m i n g  d e c r e a s e  i n  
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e f f i c i e n c y  o f  t h e  a i l e r o n s .  The  s e c o n d  case  i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  
d i r e c t l y  o p p o s i t e  p h e n o m e n a ,  a s e e m i n g  i n c r e a s e  i n  t h e  e f f i c i e n c y  
o f  t h e  a i l e r o n s  a l l  t h e  way u p  t o  loss i n  t h e  c o n t r o l l a b i l i t y  o f  
t h e  a i r c r a f t  by t h e  a i l e r o n s ,  when t h e  a i r c r a f t  c o n t i n u e s  i t s  r o l l i n g  
t u r n ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  a i l e r o n s  b e i n g  i n  n e u t r a l  p o s i t i o n .  B o t h  
t y p e s  o f  r o l l i n g  m a n e u v e r s  may b e  a c c o m p a n i e d  by  t h e  d e v e l o p m e n t  
o f  l a r g e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  a n d  b y  l a r g e  G - f o r c e s .  

A s  a n  e x a m p l e  o f  a r o l l i n g  m a n e u v e r  o f  t h e  f i r s t  t y p e ,  l e t  u s  
l o o k  a t  a s i m p l i f i e d  p h y s i c a l  p i c t u r e  o f  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
w i t h  a i l e r o n  d e f l e c t i o n  c a r r i e d  o u t  u n d e r  c o n d i t i o n s  o f  f l y i n g  w i t h  
a p o s i t i v e  G - f o r c e .  F o r  s i m p l i c i t y  w e  a s s u m e  t h a t  t h e  a i r c r a f t  
p o s s e s s e s  a c o n s t a n t  e x c e s s  l a t e r a l  s t a b i l i t y ,  
A s  n o t e d  a b o v e ,  i n  c a r r y i n g  o u t  a r o l l i n g  m a n e u v e r  w i t h  t h e  o r i g i n a l  
p o s i t i v e  G - f o r c e  t h e  a n g l e s  o f  s i d e  s l i p  d e v e l o p  w i t h  t h e  same s i g n  
a s  t h a t  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  A s i d e  s l i p  o f  s u c h  s i g n  
c r e a t e s  a moment r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  0x1, w h i c h  i m -  
p e d e s  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  d u e  t o  t h e  l a t e r a l  
s t a b i l i t y  m z .  
moments  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s ,  t h e  e x p r e s s i o n  for t h e  
s t e a d y  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  
f o r m  

i . e . ,  mg = c o n s t .  

I n  f a c t ,  f r o m  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  e q u i l i b r i u m  o f  

( 2 . 4 5 )  

From e x p r e s s i o n  ( 2 . 4 5 )  i t  f o l l o w s  t h a t  f o r  t h e  c r e a t i o n  o f  a p o s i -  /61 
t i v e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  Ex > 0 ,  a p o s i t i v e  moment f r o m  t h e  
a i l e r o n s  ( A m ,  = m i a 6 ,  > 0 )  i s  r e q u i r e d  a n d ,  a s  n o t e d  a b o v e ,  t h e  
s i d e  s l i p  d e v e l o p i n g  i n  s u c h  c a s e  h a s  a p o s i t i v e  s i g n  ( 6  > 0 )  a n d  
c o n s e q u e n t l y  d e c r e a s e s  t h e  v a l u e  o f  L, ( s i n c e  m$ < 0 ) .  From t h e  
v i e w  p o i n t  o f  t h e  p i l o t ,  a s e e m i n g  d e c r e a s e  i n  t h e  e f f i c i e n c y  o f  
t h e  a i l e r o n s  i s  o b s e r v e d .  On t h e  c o n t r a r y ,  w i t h  d e f l e c t i o n  o f  t h e  
a i l e r o n s  f r o m  t h e  c o n d i t i o n s  o f  f l i g h t  w i t h  a n e g a t i v e  G - f o r c e  s i d e  
s l i p  i s  d e v e l o p e d  w i t h  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  t h a t  i s  more  
p o s i t i v e .  S u c h  a s i d e  s l i p  f a c i l i t a t e s  t h e  i n c r e a s e  i n  r o l l i n g  
v e l o c i t y  a n d  s e e m s  t o  i n c r e a s e  t h e  e f f i c i e n c y  o f  t h e  a i l e r o n s .  More- 
o v e r ,  s u c h  a moment may o c c u r  when a f t e r  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  
t h e  d e v e l o p i n g  s i d e  s l i p  i s  f o u n d  t o  b e  s o  l a r g e  t h a t  w i t h o u t  u s i n g  
t h e  a i l e r o n s  t h e  a i r c r a f t  m a i n t a i n s  i t s  r o l l i n g  t u r n .  I n  s e v e r a l  
i n s t a n c e s  r e s e t t i n g  o f  t h e  a i l e r o n s  may i n  p r a c t i c e  n o t  l e a d  t o  a 
c h a n g e  i n  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  T h i s  i s  a n  e x a m p l e  o f  t h e  
s e c o n d  t y p e  o f  r o l l i n g  m a n e u v e r s ,  w h i c h  h a s  b e e n  c a l l e d  b y  a number  
o f  d i f f e r e n t  d e s i g n a t i o n s :  a u t o r o t a t i o n ,  s e l f - t u r n i n g ,  i n e r t i a l  
r o t a t i o n ,  e t c .  Be low we s h a l l  c a l l  i t  t h e  s y s t e m  o f  i n e r t i a l  
r o t a t i o n .  

- 
- - 

5 3  



CHAPTER I 1 1  

STUDY OF THE MOTION OF A N  AIRCRAFT U S I N G  THE METHODS OF THE 
Q U A L I T A T I V E  THEORY OF D IFFERENTIAL  EQUATIONS 

11. U s i n g  t h e  P l e t h o d s  o f  t h e  Q u a l i t a t i v e  T h e o r y  o f  D i f f e r e n t i a l  
E q u a t i o n s  f o r  A n a l y z i n g  t h e  S p a t i a l  M o t i o n  o f  a n  A i r c r a f t  

A t  t h e  p r e s e n t  t i m e  much s c i e n t i f i c  a n d  t e c h n i c a l  l i t e r a t u r e  /62 
h a s  b e e n  p u b l i s h e d  o n  t h e  d y n a m i c s  o f  a i r c r a f t ,  h o w e v e r  p r a c t i c a l l y  
a l l  t h i s  l i t e r a t u r e  h a s  b e e n  d e v o t e d  t o  a s t u d y  o f  t h e  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  w i t h  s m a l l  d i s t u r b a n c e s ,  when l i n e a r i z a t i o n  o f  t h e  e q u a -  
t i o n s  o f  m o t i o n  i s  p o s s i b l e .  I n  t h i s  r e s p e c t  t h e  b a s i c  m a t h e m a t i c a l  
t o o l ,  o n  t h e  b a s i s  of w h i c h  i n  t h e s e  p a p e r s  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r -  
c r a f t  h a v e  b e e n  a n a l y z e d ,  i s  t h e  t h e o r y - o f  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s ,  t h e  m e t h o d  of  L a p l a c e  t r a n s f o r m s ,  f r e q u e n c y  m e t h o d s ,  
e t c .  T o  s t u d y  t h e  d y n a m i c s  o f  a i r c r a f t  i n  a g e n e r a l  f o r m u l a t i o n ,  
i . e . ,  when l a r g e  d i s t u r b a n c e s  a r e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  a n d  t h e  n o n -  
l i n e a r  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a r e  a n a l y z e d ,  t h e s e  m e t h o d s  become i n -  
a p p l i c a b l e .  A t  t h e  p r e s e n t  t i m e  t h e r e  a r e  n o  a n a l y t i c a l  m e t h o d s  
w h i c h  w i l l  p e r m i t  f i n d i n g  a s o l u t i o n  t o  t h e  n o n l i n e a r  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t .  T o  d e s c r i b e  t h e  b a s i c  p r o p e r t i e s  o f  s o l v i n g  
t h e s e  e q u a t i o n s  a n d  d e t e r m i n i n g  t h e i r  c h a r a c t e r i s t i c s ,  i n  t h e  p r e s -  
e n t  p a p e r  we s h a l l  u s e  t h e  m e t h o d s  o f  t h e  q u a l i t a t i v e  t h e o r y  o f  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  H o w e v e r ,  we m u s t  n o t e  t h a t  t h e  m e t h o d s  o f  
t h e  q u a l i t a t i v e  t h e o r y  of d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  u s e d  m a i n l y  
f o r  a n a l y z i n g  s e c o n d  o r d e r  e q u a t i o n s  a n d  a r e  s i g n i f i c a n t l y  l e s s  
d e v e l o p e d  f o r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  a h i g h e r  o r d e r .  I n  t h e  
p r e s e n t  p a p e r  a n  a t t e m p t  i s  made t o  u s e  s e v e r a l  o f  t h e  e x i s t i n g  
r e s u l t s ,  m a i n l y  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  c l a s s i f y i n g  t h e  p o s s i b l e  t y p e s  
o f  s p a t i a l  m o t i o n s  o f  a n  a i r c r a f t .  I n c l u d e d  i n  t h e s e  r e s u l t s  a r e ,  
i n  f i r s t  o r d e r ,  t h e  g e n e r a l  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  
s o l u t i o n s  t o  n o n l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  t h e  c o n c e p t  o f  s i n g u -  
l a r  p o i n t s ,  s e p a r a t r i x  s u r f a c e s ,  e t c .  A l l  t h e  r e q u i r e d  i n f o r m a t i o n  
a n d  f o r m u l a t i o n s  w i t h i n  t h e  f r a m e w o r k  o f  t h e  m a t h e m a t i c a l  a p p a r a t u s  - / 6 3  
u s e d  i n  t h e  p a p e r  a r e  g i v e n  i n  t h e  p r e s e n t  p a r a g r a p h .  To o b t a i n  
m o r e  d e t a i l e d  i n f o r m a t i o n ,  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d  t o  t h e  s p e c i a l  
l i t e r a t u r e  C11 - C81. 

I n  t h e  s e c t i o n s  b e l o w  w e  d e r i v e  f o r m u l a s  f o r  f i n d i n g  t h e  
p a r a m e t e r s  of m o t i o n  of a n  a i r c r a f t  a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  t h e  
e q u a t i o n s  of m o t i o n ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  g i v e n  d e f l e c t i o n  o f  t h e  
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c o n t r o l s  (cSe, c S r ,  6 a ) ,  a n d  t h e  a p e r i o d i c  s t a b i l i t y  o f  s u c h  m o t i o n s  
i s  d e t e r m i n e d .  T h e s e  f o r m u l a s  a n d  c o n d i t i o n s  o f  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  
a r e  u s e d  i n  p r a c t i c a l l y  a l l  t h e  r e m a i n i n g  s e c t i o n s  o f  t h e  b o o k  i n  
a n a l y z i n g  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  a n  a i r c r a f t .  On t h e  b a s i s  o f  
a n a l y z i n g  t h e  d e p e n d e n c e  of  t h e  a m o u n t  o f  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s ,  
r e q u i r e d  f o r  c a r r y i n g  o u t  t h e  s p a t i a l  m a n e u v e r ,  o n  t h e  p a r a m e t e r s  
o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  c o n t r o l ,  b a s i c  t y p e s  o f  r o l l i n g  m a n e u v e r s  a p -  
p e a r  w h i c h  d i f f e r  i n  t h e  r e a c t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  t o  t h e  d e f l e c t i o n  
o f  t h e  a i l e r o n s ,  a n d  t h e  n a t u r e  o f  t h e  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  
t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  i s  d e t e r m i n e d .  

L e t  u s  a s s u m e  a s  a b o v e  t h a t  for t h e  g i v e n  t i m e  o f  m o t i o n  o f  t h e  
a i r c r a f t ,  t h e  s p e e d  a n d  h e i g h t  o f  f l i g h t  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  p r a c -  
t i c a l l y  c o n s t a n t  a n d  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  f o r c e s  o f  g r a v i t y  c a n  b e  
n e g l e c t e d .  U s i n g  s u c h  a s s u m p t i o n s  w e  c a n  a n a l y z e  E q u a t i o n s  (1.28) 
t h e  r i g h t  h a n d  p a r t s  o f  w h i c h  a r e  c l e a r l y  i n d e p e n d e n t  o f  t i m e .  
S u c h  s y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  b e l o n g  t o  t h e  s o - c a l l e d  " a u t o n o m o u s  s y s -  
t e m s "  ( s o m e t i m e s  c a l l e d  d y n a m i c  s y s t e m s ) ,  f o r  w h i c h  t h e  q u a l i t a t i v e  
t h e o r y  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  h a s  b e e n  m a i n l y  d e v e l o p e d .  

I n  g e n e r a l  f o r m  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  c a n  b e  
w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r :  

X l = = X l ( Y ,  . . . x"); 
i = l ,  . . .. rL. (3.1) 

The v a r i a b l e s  ( X I  , . . .  xn) a r e  a n a l y z e d  a s  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  p o i n t  
o f  n - d i m e n s i o n a l  p h a s e  s p a c e  a n d  may r e p r e s e n t  t h e  v a l u e s  o f  t h e  
a n g u l a r  v e l o c i t i e s ,  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  o f  t h e  a i r -  
c r a f t ,  e t c .  The m e t h o d s  o f  t h e  q u a l i t a t i v e  t h e o r y  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s  c a n  b e  s i m p l y  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r .  S i n c e  
i n  t h e  r i g h t  h a n d  p a r t s  o f  E q u a t T o n s  ( 3 . 1 )  t h e  t i m e  d o e s  n o t  a p p e a r  
i n  e x p l i c i t  f o r m ,  t h e n  i t  c a n  a l w a y s  b e  e x c l u d e d  f r o m  t h e  s y s t e m  o f  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a n d  i n  t h e  same m a n n e r  t h e y  c a n  b e  r e d u c e d  
by  a n  o r d e r  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  n o t  a l l  t h e  r i g h t  h a n d  p a r t s  
o f  t h e  e q u a t i o n s  v a n i s h .  A s  a r e s u l t  o f  s u c h  a n  o p e r a t i o n ,  d i f f e r -  
e n t i a l  e q u a t i o n s  a r e  o b t a i n e d  w h i c h  d o  n o t  c o n t a i n  t i m e ,  t h e  i n t e -  
g r a l s  o f  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  p h a s e  c o o r d i -  
n a t e s  ( X I  , . . .  x ~ ) ,  t h a t  a r e  s a t i s f i e d  t h r o u g h o u t  t h e  t i m e  o f  t h e  
m o t i o n .  The p i c t u r e s  o f  t h e  m o t i o n  o b t a i n e d  i n  s u c h  case  on t h e  
p h a s e  p l a n e  f o r  t h e  e q u a t i o n s  o f  s e c o n d  o r d e r ,  or i n  p h a s e  s p a c e  if 
t h e  o r d e r  o f  t h e  e q u a t i o n s  i s  h i g h e r  t h a n  t h e  s e c o n d ,  c l e a r l y  
d e s c r i b e  t h e  m o t i o n ;  i n  p a r t i c u l a r  t h e y  i n d i c a t e  t h e  r e g i o n s  o f  
s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  m o t i o n ,  p e r i o d i c  m o t i o n s ,  e t c .  The p r a c t i c a l  
f u l f i l l m e n t  o f  p l o t t i n g  t h e  t r a j e c t o r y  o f  t h e  m o t i o n  i n  p h a s e  s p a c e  
d e s c r i b e d  a b o v e  i n  t h e  m a j o r i t y  o f  c a s e s  i s  more  c o m p l i c a t e d  t h a n  
f i n d i n g  s o l u t i o n s  t o  t h e  o r i g i n a l  e q u a t i o n s  i n  g e n e r a l  f o r m .  How- 
e v e r ,  f o r  e q u a t i o n s  o f  s e c o n d  o r d e r ,  a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  d o  e x i s t  
f o r  p l o t t i n g  s u c h  t r a j e c t o r i e s ,  a n d  h a v e  b e e n  d e s c r i b e d  i n  d e t a i l  
i n  t h e  l i t e r a t u r e  [l] - [ S I .  W e  s h a l l  n o t  p a u s e  t o  a n a l y z e  t h e s e ,  
s i n c e  t h e i r  u s e  for e q u a t i o n s  h i g h e r  t h a n  s e c o n d  o r d e r  i s  e i t h e r  
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q u i t e  c o m p l e x  or i n  g e n e r a l  i m p o s s i b l e .  A d d i t i o n a l  p r o b l e m s  i n  
p l o t t i n g  p h a s e  t r a j e c t o r i e s  for e q u a t i o n s  o f  a h i g h e r  o r d e r  a r e  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  p r a c t i c a l  i m p o s s i b i l i t y  o f  a g r a p h i c  r e p r e s e n t a -  
t i o n  o f  s p a c e  w i t h  o r d e r  h i g h e r  t h a n  t h e  t h i r d ,  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  
w h i c h  a s l i g h t  l o s s  a p p e a r s  i n  t h e  c l a r i t y  o f  t h e  r e s u l t s .  

The  b a s i c  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  
c h a r a c t e r  o f  t h e  p h a s e  t r a j e c t o r i e s  c a n  
b e  o b t a i n e d  i f  w e  l o o k  a t  t h e  r i g h t  h a n d  
p a r t s  o f  t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  (3.1), 
a s  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r  F ( f , .  . . 
fn), w h i c h  l e a v e  t h e  p o i n t  ( x i ,  . . .  x n )  i n  
F i g u r e  3 . 1 .  T h u s ,  t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  
( 3 . 1 )  c a n  b e  s e t  i n  c o r r e s p o n d e n c e  w i t h  
a c e r t a i n  v e c t o r  f i e l d .  I n  t h i s  v e c t o r  
f i e l d  t h e  v e c t o r  F d e t e r m i n e s  t h e  p h a s e  
v e l o c i t y ,  s i n c e  i t s  c o m p o n e n t s  a r e  t h e  
v a l u e s  o f  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  c o o r d i -  
n a t e s .  A t  a l l  p o i n t s  o f  s p a c e  t h e  p h a s e  
t r a j e c t o r i e s  a r e  d i r e c t e d  t a n g e n t  t o  t h e  

a p p r o x i m a t e  m e t h o d s  o f  p l o t t i n g  t h e  p h a s e  
t r a j e c t o r i e s .  I n  f a c t ,  s t a r t i n g  a t  a c e r t a i n  p o i n t  o f  p h a s e  s p a c e  
(x:, . . .  x ; ) , -u s ing  E q u a t i o n s  ( 3 . 1 )  w e  c a n  c o m p u t e  t h e  c o m p o n e n t s  o f  
t h e  v e c t o r  F a n d  i t  i s  s h i f t e d  a s l i g h t  d i s t a n c e  i n  t h e  d i r e c t i o n  
o f  t h e  v e c t o r .  S e q u e n t i a l l y  r e p e a t i n g  t h i s  p r o c e d u r e  i n  s u f f i c i e n t -  
l y  s m a l l  " s t e p s "  o f  c h a n g e  i n  t h e  p a r a m e t e r s  ( X I ,  . . .  X n ) ,  w e  c a n  
p l o t  t h e  p h a s e  t r a j e c t o r y  w i t h  t h e  n e c e s s a r y  a c c u r a c y .  

F i g .  3 . 1 .  v e c t o r  F .  On t h i s  a r e  b a s e d  s e v e r a l  

B o t h  for p r o b l e m s  o f  s t a b i l i t y  a n d  f o r  t h e  o v e r a l l  q u a l i t a t i v e  
a n a l y s i s  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  c o n s i d e r a b l e  a t t e n t i o n  i s  g i v e n  
t o  t h e  s t u d y  o f  s i n g u l a r  p o i n t s  or p o i n t s  o f  r e s t  o t h e  s y s t e m  o f  
E q u a t i o n s  ( 3 . 1 ) .  T h e s e  a r e  t h e  p o i n t s  ( X I ( ' ) ,  . . .x, ' ' ) I ,  f o r  w h i c h  
a l l  r i g h t  h a n d  p a r t s  o f  t h e  e q u a t i o n s  v a n i s h ,  ; . e . ,  

( 3 . 2 )  

The t y p e  o f  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  c a n  
b e  o b t a i n e d  by  f i n d i n g  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s  
r e l a t i v e  t o  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  a t  t h i s  p o i n t .  The m o t i o n  i n  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  for t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  o f  ' - / 6 5  
s e c o n d  o r d e r  h a v e  b e e n  s t u d i e d  i n  d e t a i l  s o  t h a t  i t  i s  i m p o s s i b l e  
t o  s p e a k  o f  e q u a t i o n s  o f  a h i g h e r  o r d e r .  B e f o r e  w e  p r o c e e d  t o  a 
d e s c r i p t i o n  o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s o l u t i o n s  j n  t h e  v i c i n i t y  o f  
t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  i n  t h e  n - d i m e n s i o n a l  c a s e ,  l e t  u s  n a r r o w  down 
t h e  c l a s s  of s y s t e m s  t o  b e  a n a l y z e d ,  : . e . ,  l e t  u s  a s s u m e  t h a t  t h e  
m e c h a n i c a l  p r o b l e m s  w h i c h  w e  a r e  s t u d y i n g  b e l o n g  t o  t h e  s o - c a l l e d  
" r o u g h  s y s t e m s " .  The c o n c e p t  o f  r o u g h  s y s t e m s  [11] i n c l u d e s  t h e  
f o l l o w i n g .  I n  o r d e r  for t h e  a n a l y z e d  d y n a m i c  m o d e l  of m o t i o n  t o  b e  

5 6  

I 



w e l l  r e f l e c t e d  i n  t h e  p r o p e r t i e s  of  t h e  r e a l  p h y s i c a l  p r o c e s s ,  i t  
i s  n e c e s s a r y  t h a t  i t  b e  immune t o  s m a l l  c h a n g e s  i n  t h e  p a r a m e t e r s .  
F i r s t  o f  a l l ,  i n  d y n a m i c  s y s t e m s  w h i c h  r e p r e s e n t  t h e  p h y s i c a l  p r o b -  
l e m s ,  w i t h  s m a l l  c h a n g e s  i n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  r i g h t  h a n d  p a r t s  
o f  t h e  e q u a t i o n s ,  t h e  q u a l i t a t i v e  s t r u c t u r e  o f  t h e  s e p a r a t i o n  i n t o  
t r a j e c t o r i e s  i n  p h a s e  s p a c e  m u s t  r e m a i n  c o n s t a n t .  The s y s t e m s ,  for 
w h i c h  t h i s  r e q u i r e m e n t  i s  s a t i s f i e d ,  a r e  c a l l e d  r o u g h  s y s t e m s  [ll]. 
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i n  r o u g h  s y s t e m s  a l l  g r o u p s  o f  r o o t s  o f  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  a r e  p o s s i b l e  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  t h e  
p u r e l y  i m a g i n a r y  a n d  i d e n t i a l  ( m u l t i p l e )  r o o t s .  

I n  f a c t ,  when t h e  r o o t s  a r e  p u r e l y  i m a g i n a r y ,  w h i c h  c o r r e s p o n d s  
t o  a n  undamped o s c i l l a t i o n a l  m o t i o n ,  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  a s u f -  
f i c i e n t l y  s m a l l  c h a n g e  i n  t h e  p a r a m e t e r s ,  i n  o r d e r  f o r  t h e  r e a l  p a r t  
t o  a p p e a r  i n  t h e  r o o t s ,  t h e  o s c i l l a t i o n s  become  e i t h e r  damped or 
d i v e r g e n t .  

I n  d e t e r m i n i n g  t h e  d e p e n d e n c e  of t h e  t y p e  o f  s i n g u l a r  p o i n t s  
on t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  s i n g u l a r  
p o i n t s  c a n  b e  e n c o u n t e r e d  w h i c h  d o  n o t  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  o f  a 
r o u g h  s y s t e m .  The m o t i o n  .of  a n  a i r c r a f t  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  
n o n r o u g h  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  p r a c t i c a l  i n t e r e s t  i s  n o t  p r e s e n t e d  
s i n c e  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  s u c h  a c o m b i n a t i o n  o f  p a r a m e t e r s  o f  a n  
a i r c r a f t  i s  i n  f a c t  z e r o .  

The book  by A n d r o n o v ,  V i t t  a n d  K h a i k i n  [ll] - c i t e s  t h e  c l a s s i -  
f i c a t i o n  o f  p o s s i b l e  t y p e s  o f  s i n g u l a r  p o i n t s  i n  r o u g h  s y s t e m s  f o r  
e q u a t i o n s  o f  s e c o n d  o r d e r ,  t h e  b a s e s  of w h i c h  a r e  t h e  s a d d l e  p o i n t  
a n d  t h e  s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  f o c a l  p o i n t s .  By e x p a n d i n g  t h e s e  c o n -  
c e p t s  t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  n - t h  o r d e r ,  we c a n  c l a s s i f y  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t s  a c c o r d i n g  t o  t h e  t y p e  o f  c u r v e  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  
o b t a i n e d  i n  l i n e a r i z i n g  t h e  o r i g i n a l  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  r e l a t i v e  
t o  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t .  

L e t  u s  i n t r o d u c e ,  i n  a n a l o g y  w i t h  R e f e r e n c e  [ll], t h e  f o l l o w i n g  
d e f i n i t i o n s  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  r o o t s  o f  
t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  o f  t h e  l i n e a r i z e d  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s .  

1 .  A l l  Rea l  R o o t s  o f  t h e  C h a r a c t e r i s t i c  E q u a t i o n  a r e  N e g a t i v e .  

( a )  S t a b l e  s p a t i a l  focus. The s i n g u l a r  p o i n t  w i l l  b e  a s t a b l e  
s p a t i a l  f o c u s  i f  t h e r e  a r e  c o m p l e x - c o n j u g a t e  r o o t s  w i t h  a n e g a t i v e  
r e a l  p a r t .  

( b )  U n s t a b l e  s p a t i a 2  focus. The s i n g u l a r  p o i n t  w i l l  b e  a n  
u n s t a b l e  s p a t i a l  f o c u s  i f  t h e r e  i s  e v e n  o n e  p a i r  o f  c o m p l e x - c o n j u g a t e  
r o o t s  w i t h  a p o s i t i v e  r e a l  p a r t .  

(e) S t a b Z e  s p a t i a l  p o i n t .  The s i n g u l a r  p o i n t  w i l l  b e  a s t a b l e  __. / 6 6  
p o i n t  i f  a l l  r o o t s  a r e  r e a l  a n d  n e g a t i v e .  
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2. Even One Positive Real Root o f  the Characteristic 
Equation Exists. 

I n  t h i s  case  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  t y p e  o f  
o t h e r  r o o t s ,  w i l l  b e  t e r m e d  a s p a t i a l  s a d d l e  p o i n t .  

U n s't ab I e 
4 4  f o c u s  

S t a b l e  

F i g .  3 . 2  

I n  c a s e s  ( a )  a n d  (b) t h e  p h a s e  c u r v e s  come a s  n e a r  a s  d e s i r e d  
t o  t h e  o r i g i n  when t -+ a3 ( s t a b l e  s i n g u l a r  p o i n t s ) .  The m o t i o n  i n  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  i n  c a s e s  ( a ) , ( b )  a n d  ( c )  h a s  
t h e  c h a r a c t e r  o f  damped or d i v e r g e n t  o s c i l l a t i o n s .  F i g u r e  3 . 2  
s h o w s  e x a m p l e s  o f  p h a s e  t r a j e c t o r i e s  f o r  t h e  e q u a t i o n  o f  s e c o n d  
o r d e r  i n  t h e s e  c a s e s .  The a r r o w s  i n d i c a t e  t h e  d i r e c t i o n  o f  m o t i o n  
o f  t h e  f i g u r a t i v e  p o i n t  for t h e  p h a s e  t r a j e c t o r y  w i t h  i n c r e a s e  i n  
t i m e .  

A c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t  o f  t h e  " s p a t i a l  s a d d l e "  t y p e  i s  t h e  f a c t  t h a t  a l m o s t  a l l  
p h a s e  t r a j e c t o r i e s  a p p r o a c h  a t  a c e r t a i n  m i n i m a l  d i s t a n c e  t o  t h e  
s i n g u l a r  p o i n t  when 0 2 t 2 co a n d  d o e s  n o t  r e a c h  i t ,  ; . e . ,  a l l  
i n t e g r a l  c u r v e s  a r e  s a d d l e  p o i n t s .  The e x c e p t i o n  i n v o l v e s  p h a s e  
t r a j e c t o r i e s  w h i c h  l i e  on c e r t a i n  s i n g u l a r  s u r f a c e s  w h i c h  may e i t h e r  
" e n t e r "  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  o r  " l e a v e "  i t .  The d i a g r a m  o f  t h e  p h a s e  
m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s a d d l e  s i n g u l a r  p o i n t  f o r  t h e  e q u a t i o n  
o f  s e c o n d  o r d e r  i s  shown on F i g u r e  3 . 3 .  

L e t  u s  l o o k  a t  t h i s  l a t t e r  c a s e  i n  g r e a t e r  d e t a i l .  A s  n o t e d  
a b o v e ,  t h e  s o l u t i o n  f o r  a n y  p a r a m e t e r  o f  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  

s y s t e m  o f  u n i f o r m  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a n d  a r e  w r i t t e n  i n  
t h e  f o r m  

/ 6 7  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  for a r o u g h  s y s t e m  [ill c a n  b e  f o u n d  f r o m  t h e  - 

L e t  u s  d e t e r m i n e  t h e  m e t h o d  o f  f i n d i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  
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s e p a r a t r i x  s u r f a c e .  The b a s i c  p r o p e r t y  o f  t h e  s e p a r a t r i x  s u r f a c e  
i s  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  f o r  t h e  p h a s e  c o o r d i n a t e s  w h i c h  l i e  o n  t h i s  
s u r f a c e  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  a l l  t h e  r e a l  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
e q u a t i o n .  B e c a u s e  o f  t h i s ,  s t a b l e  s o l u t i o n s  may e x i s t  f o r  t h e  
s e p a r a t r i x  s u r f a c e  i n  p a r t i c u l a r  a l t h o u g h  i n  a l l  t h e  r e m a i n i n g  s p a c e  
t h e y  a r e  a p e r i o d i c a l l y  u n s t a b l e .  T h i s  w i l l  b e  s o  i n  t h e  ca se  when 
t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  p h a s e  t r a j e c t o r i e s  o n  t h e  s e p a r a t r i x  s u r f a c e  
d o e s  n o t  d e p e n d  on t h e  p o s i t i v e  r e a l  r o o t ,  l e a d i n g  i n  t h e  e n t i r e  
r e m a i n i n g  p h a s e  s p a c e  t o  a p e r i o d i c  i n s t a b i l i t y  o f  m o t i o n .  

L e t  A 1  b e  a r e a l  r o o t  n o t  h a v i n g  
a m u l t i p l e .  I n  o r d e r  t h a t  t h e  s o l u t i o n  
f o r  a l l  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  xi b e  
i n d e p e n d e n t  of  t h i s  r o o t  i t  i s  n e c e s -  
s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  t h a t  a l l  c o e f f i -  
c i e n t s  A l i  when e x p  i n  t h e  power  Xlt 
i s  e q u a l  t o  z e r o .  L e t  u s  show t h a t  
f o r  a l l  t h e  c o e f f i c i e n t s  AI;, t o  v a n i s h ,  
i t  i s  u s u a l l y  s u f f i c i e n t  f o r  t h e  c o -  
e f f i c i e n t  A l i  t o  v a n i s h  i n  t h e  s o l u t i o n  
o f  e v e n  o n e  o f  t h e  v a r i a b l e s  ( s e e  a l s o  
C181). I n  f a c t  l e t  u s  look a t  a s y s t e m  

F i g .  3 . 3  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  t h a t  d e s c r i b e  t h e  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  t h e  v i c i n i t y  
o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t :  

S a d d  l e  - -  

\ 

I -Y1 = a l IX l+  a 12x3 + . . . f a,,,s,; 

x 2 -  a, ,x , -~a,2s , -+ . . . $a&;x,,; 

-Vn = (I,rl.Yl + n,,,x2 -+ . I . . . . . . . . . . . . . . . .  
' I  . . - ; a ,l,,.l-,, . I 

( 3 . 4 )  

L e t  t h e r e  b e  known t h e  r e a l  r o o t  A 1  w h i c h  i s  t h 8  s o l u t i o n  t o  
t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n .  I f  t h e  s o l u t i o n  X I  = A 1  e x p  ( A l t )  i s  
p l a c e d  i n t o  t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 3 . 4 1 ,  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
d e t e r m i n a n t  t h e n  v a n i s h e s ,  t h u s  i n d i c a t i n g  t h a t  o n e  o f  t h e  e q u a t i o n s  
o f  S y s t e m  ( 3 . 4 )  i s  a c o n s e q u e n c e  o f  t h e  o t h e r  e q u a t i o n s .  I f  w e  
e x c l u d e  o n e  o f  t h e  e q u a t i o n s ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  f i r s t  o f  t h e  s y s t e m  - / 6 8  
o f  E q u a t i o n s  ( 3 . 4 )  w e  f i n d  a s y s t e m  o f  l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  
f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s o l u t i o n s  x2, . . .  xn f o r  t h e  
t e r m  e x p  Xlt i n  t h e  d e c i s i o n  f u n c t i o n  X I .  S i n c e  t h e  r o o t  A 1  d o e s  
n o t  h a v e  a m u l t i p l e  t h e n  w e  c a n  a l w a y s  e x c l u d e  one e q u a t i o n  f r o m  t h e  
S y s t e m  ( 3 . 4 )  i n  o r d e r  f o r  t h e  r e m a i n i n g  e q u a t i o n s  t o  h a v e  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c  d e t e r m i n a n t  n o t  e q u a l  t o  z e r o ,  a n d  c o n s e q u e n t l y  b e -  
c a u s e  o f  t h e  l i n e a r i t y  o f  t h e  e q u a t i o n s ,  t h e r e  w o u l d  e x i s t  t h e  
e q u a t i o n  
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; . e . ,  t h e  s o l u t i o n  w u l d  b e  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  t h e  p r o d u c t  
o f  t h e  c o e f f i c i e n t  A 1  t i m e s  a c o n s t a n t  w h i c h  d e p e n d s  o n  t h e  number  
o f  t h e  p a r a m e t e r  of  m o t i o n  j ,  i n  w h i c h  i t  is c o m p u t e d  a l s o  f r o m  
t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n .  

8 

0 
The  v a l u e  of  A 1  i s  a f u n c t i o n  o f  t h e  i n ' t i a l  c o n d i t i o n s .  S i n c e  

t h e  e q u a t i o n s  a r e  l i n e a r  a n d  u n i f o r m ,  t h e n  A 1  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  
6 

n 

0 -- 7 . bixi (0). A,  -d ~ 

i= 1 

A s  f o l l o w s  f r o m  E x p r e s s i o n  ( 3 . 5 )  i n  t h a t  c a s e  when A! = 0 ,  a l l  
c o e f f i c i e n t s  v a n i s h  w i t h  t h e  r e s p e c t i v e  t e r m s  e x p  ( A l t ) .  T h e r e f o r e ,  
i f  i n  t h e  s o l u t i o n  f o r  a n y  v a r i a b l e  t h e  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  t e r m  
e x p  ( A l t )  v a n i s h e s ,  t h e n  t h e  r e s p e c t i v e  c o e f f i c i e n t s  f o r  t h i s  t e r m  
i n  t h e  s o l u t i o n s  f o r  t h e  o t h e r  v a r i a b l e s  w i l l  a l s o  v a n i s h .  The e x -  
c e p t i o n  t o  t h i s  w i l l  b e  t h e  d e g e n e r a t e  c a s e s  when t h e  c o e f f i c i e n t  
f o r  e x p  (Alt) i s  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  z e r o  i n  t h e  s o l u t i o n s  f o r  
s e v e r a l  v a r i a b l e s ,  f o r  e x a m p l e ,  i f  t h e  r e s p e c t i v e  v a l u e  g i  0 .  

From e x p r e s s i o n  ( 3 . 6 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  r e g i o n  o f  t h e  i n i t i a l  
v a l u e s ,  f o r  w h i c h  t h e  t e r m  e x p  ( x k t )  is a b s e n t  i n  t h e  s o l u t i o n ,  i s  
t h e  n - d i m e n s i o n a l  p l a n e ,  w h i c h  p a s s e s  t h r o u g h  t h e  s i n g u l a r  p o i n 8 .  
The e q u a t i o n  o f  t h i s  p l a n e  c a n  b e  f o u n d  i f  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  A 1  
i s  e q u a t e d  t o  z e r o  [ s e e  E x p r e s s i o n  ( 3 . 6 1 1 :  

n 

7 bixi =O. e ( 3 . 7 )  

B e c a u s e  of t h e  u n i q u e n e s s  o f  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  s y s t e m  o f  
d i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s  ( 3 . 4 )  a l l  i n t e g r a l  c u r v e s ,  h a v i n g  e v e n  o n e  
p o i n t  o t h e r  t h a n  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  i n  common w i t h  t h e  p o i n t s  o f  
t h e  p l a n e  ( 3 . 7 ) ,  l i e  i n  i t  c o m p l e t e l y .  H e n c e  i t  f o l l o w s  t h a t  n o n e  
o f  t h e  i n t e g r a l  c u r v e s  i n t e r s e c t  t h i s  p l a n e ,  ; . e . ,  t h e  p l a n e  i s  a 
s e p a r a t r i x  s u r f a c e ,  w h i c h  s e p a r a t e s  t h e  p h a s e  s p a c e  i n t o  r e g i o n s .  
The number  o f  s e p a r a t r i x  s u r f a c e s ,  w h i c h  p a s s  t h r o u g h  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t ,  i s  e q u a l  t o  t h e  number  o f  r e a l  r o o t s .  If t h e  c h a r a c t e r i s t i c  

i n t e g r a l  c u r v e s  i n  t h e  e n t i r e  p h a s e  s p a c e ,  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  I 

t h e  i n t e g r a l  c u r v e s  l y i n g  on t h e  s e p a r a t r i x  s u r f a c e ,  a p p r o a c h  a 
c e r t a i n  m i n i m a l  d i s t a n c e  t o  t h e  s i n g u l a r  p o i n t ,  a t  w h i c h  p o s i t i o n  
t h e y  r e m a i n  ( s e e  F i g .  3 . 3 ) .  An e x c e p t i o n  i s  t h e  i n t e g r a l  c u r v e s  
w h i c h  l i e  on t h e  s e p a r a t r i x  s u r f a c e  a n d  a p p r o a c h  a s  c l o s e  a s  may b e  
d e s i r e d  t o  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  i f  t h e  r e a l  p a r t s  o f  a l l  t h e  r e m a i n i n g  
r o o t s  a r e  n e g a t i v e .  I f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  h a s  s e v e r a l  
s e p a r a t r i x  p l a n e s ,  t h e n  e a c h  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e m  i s  a n  ( n  - 1) 
- d i m e n s i o n a l  s u r f a c e  ( p l a n e )  o f  f i r s t  o r d e r .  

e q u a t i o n  o f  t h e  s y s t e m  h a s  o n l y  o n e  p o s i t i v e  r e a l  r o o t ,  t h e n  t h e  /69 
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W i t h  d i s t a n c e  f r o m  t h e  s i n g u l a r  p o i n t ,  t h e  a c c u r a c y  o f  r e p r e -  
s e n t i n g  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a s  l i n e a r  d e t e r i o r a t e s  a n d  t h e  
s e p a r a t r i x  n - d i m e n s i o n a l  p l a n e s  c h a n g e  i n t o  s u r f a c e s  o f  a m o r e  
c o m p l e x  t y p e ,  s e p a r a t i n g  t h e  s p a c e  i n t o  s e v e r a l  s u b - s p a c e s ,  i n  e a c h  
o f  w h i c h  may a p p e a r  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  i n t e g r a l  c u r v e s .  

The b a s i c  e l e m e n t s  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  q u a l i t a t i v e  p i c t u r e  o f  
t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  i n t e g r a l  c u r v e s  i n  p h a s e  s p a c e  f o r  r o u g h  d y n a m i c  
s y s t e m s ,  a r e  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  a n d  t h e  s e p a r a t r i x  s u r f a c e s .  If 
t h e  p o s i t i o n  a n d  t y p e s  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  a n d  s e p a r a t r i x  s u r f a c e s  
a r e  known ( a s  n o t e d  a b o v e ,  t h e  s e p a r a t r i x  s u r f a c e s  may i n t e r s e c t  
a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  c e n t e r  a n d  s a d d l e  t y p e )  t h e n  t h e  q u a l i t a -  
t i v e  p i c t u r e  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  i n t e g r a l  c u r v e s  i n  t h e  p h a s e  
s p a c e  c a n  b e  shown i n  g e n e r a l  o u t l i n e  a n d  t h e  p i c t u r e  o f  t h e  m o t i o n  
c a n  b e  d e t e r m i n e d  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  

Change  i n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( a n d  i n  
s t u d y i n g  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  f o r  c o n s t a n t  c o n d i t i o n s  o f  
f l i g h t  t h e  v a l u e s  o f  t h e  c o n t r o l  d e f l e c t i o n s  6 e ,  6 , ,  6 - p )  w i l l  l e a d  
t o  a c h a n g e  i n  t h e  i n t e g r a l  c u r v e s .  I n  s u c h  c a s e  t h e  o v e r a l l  f o r m  
of t h e  i n t e g r a l  c u r v e s  may u n d e r g o  o n l y  s l i g h t  q u a n t i t a t i v e  c h a n g e s ,  
; . e . ,  t h e  t o p o l o g i c a l  s t r u c t u r e  o f  s e p a r a t i n g  t h e  p h a s e  s p a c e  ( t h e  
number  a n d  c h a r a c t e r  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  a n d  t h e  s e p a r a t r i x  
s u r f a c e s )  may n o t  c h a n g e .  O n l y  f o r  c e r t a i n  s i n g u l a r  s o - c a l l e d  " b i -  
f u r c a t i o n "  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  d o  t h e r e  e x i s t  q u a l i t a t i v e  
c h a n g e s  i n  t h e  p h a s e  p i c t u r e  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  i n t e g r a l  c u r v e s .  
T h i s  may b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  c h a n g e  i n  t h e  t y p e  o f  s i n g u l a r  p o i n t s  
( f o r  e x a m p l e ,  c o n v e r s i o n  o f  a s t a b l e - f o c u s  t y p e  s i n g u l a r  p o i n t  i n t o  
a s a d d l e  p o i n t ) ,  i n  t h e  c h a n g e  i n  t h e  number  o f  s i n g u l a r  p o i n t s ,  
e t c .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  s u c h  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  c o n t r o l  
a r e  o f  s p e c i a l  i n t e r e s t ,  s i n c e  t h e y  d e t e r m i n e  t h e  b o u n d a r i e s  a t  
w h i c h  a q u a l i t a t i v e  c h a n g e  i n  t h e  p r o c e s s  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  o c c u r s ,  
f o r  e x a m p l e ,  r e g i o n s  o f  u n s t a b l e  m o t i o n ,  e t c . ,  a p p e a r .  

I n  f u r t h e r  s t u d i e s  we s h a l l  d e t e r m i n e  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  
t y p e  o f  s i n g u l a r  p o i n t s  on t h e  p a r a m e t e r s  o f  a i r c r a f t  m o t i o n ,  i n  
f i r s t  o r d e r ,  on t h e  v a l u e s  o f  t h e  c o n t r o l  d e f l e c t i o n s  6, a n d  6 , ,  i n  
p a r t i c u l a r ,  w e  s h a l l  s e e k  t h e  b i f u r c a t i o n  v a l u e s  o f  t h e s e  p a r a m e t e r s .  

1 2 .  D e t e r m i n i n g  t h e  P a r a m e t e r s  o f  C o n t r o l l e d  M o t i o n  o f  a n  A i r c r a f t  
a t  t h e  S i n g u l a r  P o i n t s .  F o r m u l a s  f o r  t h e  S t a t i c  S o l u t i o n s .  

L e t  u s  p r o c e e d  t o  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  q u a l i t a t i v e  c h a r a c t e r -  /70 
i s t i c s  o f  s p a t i a l  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  b y  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  
l i m i t i n g  a s s u m p t i o n s  i n t r o d u c e d  a b o v e .  The b a s i c  c h a r a c t e r i s t i c s  
i n  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  w h i c h  c a n  n o t  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  
s i m p l i f i e d  l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s ,  a p p e a r  i n  t h o s e  c a s e s  when t h e  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  a c c o m p a n i e d  by  s t r o n g  r o l l i n g .  I t  s h o u l d  
b e  n o t e d  t h a t  t h e  n e c e s s i t y  f o r  a n a l y z i n g  t h e  t o t a l  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  a r i s e s  n o t  o n l y  i n  i n v e s t i g a t i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  w h i c h  a r e  
a c c o m p l i s h e d  b y  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s .  W i t h  t h e  l a r g e  v a l u e s  
o f  e x c e s s  l a t e r a l  s t a b i l i t y  t h a t  a r e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  m o d e r n  a i r -  
c r a f t ,  s i g n i f i c a n t  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  may d e v e l o p  a s  a 
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r e a c t i o n  t o  t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  a n d  e v e n  when t h e  a i r c r a f t  
e n t e r s  i n t o  a w i n d  b l a s t .  

The p u r p o s e  of  t h e  i n v e s t i g a t i o n s  i n c l u d e s  f i n d i n g  t h e  r e l a t i o n -  
s h i p  b e t w e e n  t h e  v a l u e s  o f  t h e  a n g l e s  o f  c o n t r o l  d e f l e c t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  (Aa ,  6, ,  6,) a n d  t h o s e  c h a n g e s  i n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  i t s  
m o t i o n  ( t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  - s l i p  - a ,  B a n d  t h e  p r o j e c t i o n s  
o f  t h e  v e c t o r  o f  a n g u l a r  v e l o c i t y  zx, w y ,  w z )  t o  w h i c h  t h e s e  d e f l e c -  
t i o n s  l e a d .  

I s o l a t e d  l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  
c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  w i t h  d e f l e c t i o n  o f  t h e  e l e v a t o r  a n d  
r u d d e r  a t  c e r t a i n  c o n s t a n t  a n g l e s  ( 6 , 0 ,  6 , o )  t h e  a i r c r a f t  c h a n g e s  
r e s p e c t i v e l y  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  t o  a c e r t a i n  c o n s t a n t  
v a l u e  a n d  b e g i n s  t o  t u r n  i n  - f l i g h t  r e l a t i v e  t o  i n e r t i a l  s p a c e  a t  a 
g i v e n  a n g u l a r  v e l o c i t y  (Ez  , wy>. I n  t h o s e  c a s e s  when t h e  m a n e u v e r  
i n v o l v e s  a s h o r t  s e g m e n t  o f  t i m e  or i s  c a r r i e d  o u t  w i t h  l a r g e  G -  
f o r c e s ,  t h e  i n f l u e n c e  o f  g r a v i t y  on t h e  m o t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  
c e n t e r  o f  mass c a n  b e  i g n o r e d  a n d  t h e  l i m i t i n g  v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  
v e l o c i t i e s  of  t h e  a i r c r a f t  may b e  a s s u m e d  t o  b e  c o n s t a n t  v a l u e s .  
S u c h  s t e a d y  l i m i t i n g  c o n d i t i o n s  o f  f l i g h t  c o r r e s p o n d  t o  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t s  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  t h e  g r a v i t a -  
t i o n a l  t e r m s  d r o p p e d .  B e c a u s e  o f  s u c h  a r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  
d e f l e c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l s  a n d  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n ,  i n v e s t i g a -  
t i o n  o f  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  wheh t h e  m a n e u v e r  i s  c a r r i e d  
o u t  b y  d e f l e c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l s  i n  v a r i o u s  c o m b i n a t i o n s  a t  c e r t a i n  
c o n s t a n t  a n g l e s ,  c a n  b e  a c c o m p l i s h e d  m o s t  c o m p l e t e l y  a n d  c l e a r l y  by  
u s i n g  t h e  m e t h o d s  a n d  t e r m i n o l o g y  o f  t h e  q u a l i t a t i v e  t h e o r y  o f  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  

When t h e  p r o b l e m  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  d e f l e c t i o n s  
o f  t h e  c o n t r o l s  a n d  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  p a r a m e t e r s  of  m o t i o n  w a s  
s o l v e d  on t h e  a s s u m p t i o n  o f  s m a l l n e s s  o f  s u c h  c h a n g e s ,  a n d  t h e  
d y n a m i c s  o f  t h e  a i r c r a f t  w e r e  d e s c r i b e d  b y  a s y s t e m  o f  l i n e a r  d i f -  
f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  s u c h  a s  ( 1 . 3 4 )  a n d  (1.351, t h e  s o l u t i o n  was 
r a t h e r  s i m p l e .  The a n a l y t i c a l  m e t h o d s  o f  s u c h  m o t i o n s  a r e  d i s c u s s e d  
i n  d e t a i l  i n  a number  o f  p a p e r s  on t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  ([18], 
[19], e t c . ) .  The r e s u l t s  o f  t h e s e  i n v e s t i g a t i o n s  ( f o r  t h o s e  c a s e s  - /71 
when t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  g r a v i t a t i o n a l  t e r m s  c a n  b e  i g n o r e d )  a r e  
r e d u c e d  t o  t h r e e  b a s i c  p o i n t s :  

1. The r e a c t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  t o  d e f l e c t i o n  o f  t h e  e l e v a t o r  
( 6 , )  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  a i l e r o n s  a n d  r u d d e r .  
A n a l o g o u s l y ,  t h e  r e a c t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  t o  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r -  
o n s  a n d  t h e  r u d d e r  d o e s  n o t  d e p e n d  on d e f l e c t i o n s  o f  t h e  e l e v a t o r .  
I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  c o n t r o l l e d  m o t i o n s  o f  
a n  a i r c r a f t  a r e  i n d e p e n d e n t  when t h e  c h a n g e s  i n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  
m o t i o n  a r e  s m a l l .  

2 .  The q u a n t i t i e s  of t h e  s t e a d y  v a l u e s  o f  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  
a n d  s i d e  s l i p ,  a n d  a l s o  t h e  p r o j e c t i o n s  - o n t o  t h e  b o d y  a x e s  o f  t h e  
v e c t o r  of a n g u l a r  v e l o c i t y  (Lx, coy, w z >  a r e  u n i q u e  f u n c t i o n s  o f  t h e  
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v a l u e s  o f  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  c o n t r o l s ,  ; . e . ,  t h e  s t e a d y  v a l u e s  o f  
a l l  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  i n i t i a l  c o n d i -  
t i o n s  a n d  t h e  s e q u e n c e  of  d e f l e c t i o n s  of  t h e  c o n t r o l s  a n d  a r e  o n l y  
p o s s i b l e  w i t h  a g i v e n  d e f l e c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l s .  

3 .  The d e p e n d e n c e  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  d i s t u r b e d  m o t i o n  
o f  a n  a i r c r a f t  o n  t h e  v a l u e s  o f  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  c o n t r o l s  i n  t h e  
ca se  o f  t h e  l i n e a r  a e r o d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  i s  a l i n e a r  o n e ,  
f o r  e x a m p l e ,  a c h a n g e  b y  t w o  t i m e s  o f  t h e  a n g l e  o f  d e f l e c t i o n  o f  t h e  
r u d d e r  r e l a t i v e  t o  t h e  b a l a n c e d  p o s i t i o n ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  h o r i -  
z o n t a l  f l i g h t ,  l e a d s  t o  a c h a n g e  i n  t h e  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  v e l o c -  
i t y  cz a l s o  by  t w o  t i m e s .  

I n  a n a l y z i n g  t h e  s p a t i a l  m o t i o n s  a c c o m p a n i e d  b y  s t r o n g  r o l l i n g ,  
s t r i c t l y  s p e a k i n g ,  n o n e  o f  t h e s e  c o n c l u s i o n s  i s  r e t a i n e d .  I n  f i r s t  
o r d e r  t h i s  i n v o l v e s  m a n e u v e r s  w i t h  w h i c h  s i m u l t a n e o u s  s t r o n g  d e f l e c -  
t i o n s  o f  t h e  a i i e r o n s  a n d  r u d d e r  a r e  c a r r i e d  o u t .  Below i t  w i l l  
b e  shown t h a t  c h a n g e s  i n  a l l  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
w i t h  s u c h  m a n e u v e r s  a r e  i n t e r r e l a t e d .  M o r e o v e r  t h e  v a l u e s  o f  t h e  
l i m i t i n g  s t e a d y  v a l u e s  o f  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  a n d  
t h e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  v e c t o r  o f  a n g u l a r  v e l o c i t y  ( w 2 ,  w y ,  w,) a r e  
n o t  u n i q u e  f u n c t i o n s  o f  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  c o n t r o l s .  M a t h e m a t i c a l l y  
t h i s  m e a n s  t h a t  f o r  e a c h  c o m b i n a t i o n  o f  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  c o n t r o l s  
t h e r e  a r e  s e v e r a l  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n .  I n  a l l  t h e s e  c a s e s  t h e  l i n e a r  c h a r a c t e r  o f  t h e  d e p e n d e n c e  
o f  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  o n  t h e  v a l u e  o f  d e f l e c t i o n  o f  t h e  
a i l e r o n s  i s  d i s r u p t e d .  

We m u s t  n o t e  t h a t  t h e  c o n c l u s i o n s  made a b o v e  w e r e  o b t a i n e d  
f r o m  l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s  a n d  i n  t h e  e n g i n e e r i n g  s e n s e  a r e  v a l i d  
f o r  s m a l l  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  c o n t r o l s  a n d  n a t u r a l l y  f o l l o w  f r o m  
t h e  t o t a l  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  I n  f a c t ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  f a c t  
t h a t  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  of m o t i o n  of  a n  a i r c r a f t  h a s  s e v e r a l  
s i n g u l a r  p o i n t s  f o r  e a c h  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  c o n t r o l  d e f l e c t i o n s ,  
s m a l l  d e f l e c t i o n s  i n  t h e  c o n t r o l s  a n d  s m a l l  e x t e r n a l  d i s t u r b a n c e s  
c a n  n o t  " c a r r y  o f f "  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  s u f -  
f i c i e n t l y  f a r  f r o m  t h e  r e g i o n  o f  " a t t r a c t i o n "  o f  t h e  b a s i c  s i n g u l a r  
p o i n t ,  w h i c h  i s  d e t e r m i n e d  q u i t e  p r e c i s e l y  by  u s i n g  s i m p l i f i e d  
l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s .  

I n  t h e  p r o b l e m s  o f  s t u d y i n g  t h e  m o t i o n s  d e s c r i b e d  by n o n l i n e a r  - / 7 2  
e q u a t i o n s ,  w e  i s o l a t e  s e v e r a l  b a s i c  q u e s t i o n s ,  w h i c h  s h o u l d  b e  
e x a m i n e d  s e q u e n t i a l l y  t o  s i m p l i f y  t h e  p r o b l e m .  

1. F i n d i n g  a l l  p o s s i b l e  c o m b i n a t i o n s  o f  s t e a d y  v a l u e s  o f  t h e  
p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n ,  ; . e . ,  f i n d i n g  t h e  e n t i r e  c o m p l e x  o f  s i n g u l a r  
p o i n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  g i v e n  v a l u e s  o f  t h e  d i s t u r b a n c e s ,  d e f l e c -  
t i o n s  o f  c o n t r o l s ,  e t c .  

2 .  I n v e s t i g a t i n g  t h e  t y p e  o f  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  e a c h  
s i n g u l a r  p o i n t  a n d  i t s  s t a b i l i t y  ( m o t i o n  " i n  t h e  s m a l l " ) .  
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3 .  I n v e s t i g a t i n g  t h e  m o t i o n  i n  t h e  e n t i r e  p h a s e  s p a c e  ( m o t i o n  
" i n  t h e  l a r g e " ) .  

I n  t h e  p r e s e n t  p a r a g r a p h  l e t  u s  l o o k  a t  t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h e  
o v e r a l l  p r o b l e m  a n d  d e t e r m i n e  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  v a l u e s  o f  t h e  
p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o n  t h e  v a l u e s  o f  d e f l e c -  
t i o n s  o f  t h e  c o n t r o l s ,  i . e . ,  t h e  " t r a j e c t o r y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s " .  
Knowledge  o f  t h e s e  f u n c t i o n s  p e r m i t s ,  f o r  a n y  c o m b i n a t i o n  o f  d e f l e c -  
t i o n s  o f  t h e  c o n t r o l s ,  d e t e r m i n i n g  a l l  s i n g u l a r  p o i n t s ,  i . e . ,  a l l  
p o s s i b l e  v a l u e s  o f  t h e  " p o i n t s  o f  r e s t "  - t h e  " s t a t i c  s o l u t i o n s " .  
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a t h e o r e t i c a l  d i f f e r e n c e  b e -  
t w e e n  t h e  s t e a d y  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a n d  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  
r e p r e s e n t i n g  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s .  T h i s  d i s t i n c t i o n  c o n s i s t s  i n  t h e  
s i n g u l a r  p o i n t s  d e s c r i b i n g  a l l  p o s s i b l e  " p o i n t s  o f  r e s t "  o f  t h e  
s y s t e m  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  w h e r e a s  t h e  s t e a d y  
s y s t e m s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  e x i s t  o n l y  for s t a b l e  s i n g u l a r  
p o i n t s  t o w a r d  w h i c h  t h e  p h a s e  t r a j e c t o r y  a p p r o a c h e s  i n  t h e  l i m i t .  

L e t  u s  p r o c e e d  t o  f i n d i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  
m o t i o n  a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s .  For t h i s  p u r p o s e  l e t  u s  f i r s t  r e -  
w r i t e  t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 1 . 2 8 )  i n  a f o r m  
f o r  a n a l y s i s :  

w h i c h  i s  c o n v e n i e n t  

T o  o b t a i n  v a l u e s  o f  t h e  v a r i a b l e s  a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  i n  
c o r r e s p o n d e n c e  w i t h  t h e  d e f i n i t i o n  ( s e e  S e c t i o n  ll), l e t  u s  e q u a t e  
t h e  r i g h t  h a n d  p a r t s  o f  E q u a t i o n s  ( 3 . 8 )  t o  z e r o .  E q u a t i n g  t h e  
r i g h t  h a n d  p a r t s  o f  E q u a t i o n s  ( 3 . 8 )  t o  z e r o  i n d i c a t e s  t h a t  a l l  t 

d e r i v a t i v e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  of  m o t i o n  a r e  e q u a t e d  t o  z e r o  a n d  
c o n s e q u e n t l y  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  e x t r e m e  m o t i o n  or " s t a t i c "  s o l u t i o n ,  
w h i c h  g e n e r a l l y  s p e a k i n g  may a l s o  n o t  b e  s t a b l e .  To f i n d  t h e  

a l l  s o l u t i o n s  f o r  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  w h i c h  s a t i s f y  t h e  non-  
l i n e a r  s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  o b t a i n e d .  I n  t h o s e  c a s e s  when 
t h e  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s  a r e  l i n e a r  f u n c t i o n s  o f  t h e i r  own a r g u -  
m e n t s ,  t h e  s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  may b e  e a s i l y  s o l v e d  i n  
p a r a m e t r i c  f o r m ,  i f  w e  t a k e  t h e  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  

" c o o r d i n a t e s "  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  i n  p h a s e  s p a c e  w e  m u s t  f i n d  /73 
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- 
v e l o c i t y  w x  f o r  t h e  p a r a m e t e r ,  s i n c e  a l l  n o n l i n e a r  t e r m s  of t h e  
e q u a t i o n s  a r e  f u n c t i o n s  o n l y  o f  t h i s  p a r a m e t e r .  I n  t h e  g e n e r a l  
c a se  o f  n o n l i n e a r  d e p e n d e n c e s  o f  t h e  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s  on 
t h e  p a r a m e t e r s  o f  a i r c r a f t  m o t i o n ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  o b t a i n e d  
s y s t e m  o f  n o n l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  i s  a d d i t i o n a l l y  c o m p l i c a t e d .  
I n  t h i s  ca se  i t  c a n  b e  s o l v e d  b y  v a r i o u s  i t e r a t i o n  m e t h o d s .  

The s y s t e m  of a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  o b t a i n e d  b y  e q u a t i n g  t h e  
d e r i v a t i v e s  t o  z e r o ,  i n  t h e  g e n e r a l  c a se  i s  n o t  u n i f o r m  a n d  h a s  t h e  
f o l l o w i n g  f o r m  : 

( 3 . 9 )  

- 
I f  we a s s u m e  wx t o  b e  a p a r a m e t e r  whose  v a l u e s  c a n  b e  g i v e n  

a r b i t r a r i l y ,  t h e n  f r o m  e x p r e s s i o n s  ( 3 . 9 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  i n  t h e  
r i g h t  h a n d  p a r t s  o f  t h e  s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  w e  f i n d  t e r m s  
w h i c h  d e p e n d  n o t  o n l y  on t h e  v a l u e s  of t h e  c o n t r o l  d e f l e c t i o n s  ( 1 3 ~ ~  
6 e ,  6,) r e l a t i v e  t o  t h e i r  o r i g i n a l  p o s i t i o n ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  
t r i m  i n  s t e a d y  h o r i z o n t a l  f l i g h t  w i t h o u t  r o l l i n g ,  b u t  a l s o  o n  t h e  
a n g l e  b e t w e e n  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s  a n d  t h e  v e c t o r  o f  f l y i n g  
s p e e d  o f  t h e  a i r c r a f t  ( a o )  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  m a n e u v e r  a n d  on 
- t h e  s i z e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  zx. With  a f i x e d  v a l u e  o f  
wx t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  b e c o m e s  l i n e a r  a n d  e a c h  c o m b i n a t i o n  o f  
p a r a m e t e r s  i n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e s  o f  t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 3 . 9 )  
i s  r e p r e s e n t e d  by  a u n i q u e  c o m p l e x  of  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  t h e  
a i r c r a f t  a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t .  Wi th  a c o n t i n u o u s  c h a n g e  i n  t h e  
v a l u e  o f  a n y  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  c o n t r o l ,  i n  t h e  r i g h t  h a n d  p a r t s  
of t h e  e q u a t i o n s  we f i n d  t h e  " t r a j e c t o r y "  of  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  
s i n g u l a r  p o i n t s  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  r e s p e c t i v e  p a r a m e t e r .  

From t h e  s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  E q u a t i o n s  ( 3 . 9 )  i t  f o l l o w s  t h a t  
t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  d e p e n d  l i n e a r l y  on 

h o w e v e r  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  p r o p o r t i o n a l i t y  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  
s i z e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  Gz. S u c h  a l i n e a r  d e p e n d e n c e  
p e r m i t s  r e p r e s e n t i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  a t  t h e  
s i n g u l a r  p o i n t s  w h i c h  w i l l  b e  d e n o t e d  by  t h e  s u b s c r i p t  " s t "  ( s t a t i c  
s o l u t i o n ) ,  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

t h e  s i z e  o f  t h e  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  e l e v a t o r  a n d  r u d d e r  A , ) ,  /74 
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(3.10) 

(All fo ramulas  f o r  t h e  v a l u e s  of  A a ,  A W Z ,  A * ,  A %  a r e  t a b u l a t e d  i n  
T a b l e  2 ) .  The f o r m u l a s  shown  i n  T a b l e  2 w e r e  o b t a i n e d  by  s o l v i n g  
t h e  n o n - u n i f o r m  s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  E q u a t i o n s  ( 3 . 9 ) .  The s o l u t i o n  
f o r  t h e  i - t h  v a r i a b l e ,  a s  we know f r o m  l i n e a r  a l g e b r a ,  i s  f o u n d  
f r o m  t h e  f o r m u l a  

( 3 . 1 1 )  

w h e r e  
e q u a t i o n s ,  a n d  lAifl i s  t h e  d e t e r m i n a n t  composed  o f  t h o s e  e l e m e n t s  
i n  w h i c h  t h e  i - t h  c o l u m n  i s  s u b s t i t u t e d  by  t h e  c o l u m n  o f  r i g h t  h a n d  
p a r t s .  

i s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  d e t e r m i n a n t  o f  t h e  s y s t e m  o f  

From t h e  m e t h o d  i t s e l f  o f  o b t a i n i n g  E q u a t i o n s  ( 3 . 9 ) ,  when t h e  
d e r i v a t i v e s  a r e  e q u a t e d  t o  z e r o ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  e q u a t i o n  

i s  s a t i s f i e d ,  w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t  A 0  i s  t h e  f r e e  t e r m  o f  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c  E q u a t i o n  ( 2 . 1 0 ) ,  o b t a i n e d  i n  a n a l y z i n g  t h e  s t a b i l i t y  
o f  t h e  s t e a d y  r o l l i n g  t u r n  o f  a n  a i r c r a f t  (Lx = c o n s t ) .  

The f i r s t  t h i n g  t o  b e  n o t e d  i n  E q u a t i o n  ( 3 . 1 0 )  i s  t h a t  o f  t h e  
p r o p e r t y  of s u p e r p o s i t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  f o r  t h e  v a r i o u s  
d i s t u r b a n c e s  i n c l u d e d  i n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e s  o f  E q u a t i o n s  ( 3 . 9 ) .  
T h i s  p r o p e r t y  i s  d u e  t o  t h e  a l g e b r a i c  E q u a t i o n s  ( 3 . 9 )  b e i n g  l i n e a r  
i n  t h e  - a n a l y z e d  f o r m u l a t i o n  f o r  t h e  l i n e a r  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s  
when wz = c o n s t ,  a n d  c o n s e q u e n t l y  a n y  s o l u t i o n  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  
i n  t h e  f o r m  o f  a sum of t h e  s o l u t i o n s  a s  a f u n c t i o n  o f  e a c h  i n d i v i d u a l  
d i s t u r b a n c e .  I n  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  n o n l i n e a r  a e r o d y n a m i c  c o e f f i -  

e t c . ] ,  t h i s  p r o p e r t y  w i l l  n o t  b e  s a t i s f i e d .  L e t  u s  n o t e  h o w e v e r  
t h a t  a l l  n o n l i n e a r  d e p e n d e n c e s  o f  t h e  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s  i n -  
c l u d e d  i n  t h e  e q u a t i o n  o f  moments  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  
(0x1) o b v i o u s l y  d o  n o t  i n f l u e n c e  f o r m u l a s  ( 3 . 1 0 )  s i n c e  o n l y  t h e  

c i e n t s  [ f o r  e x a m p l e ,  f o r  a d e p e n d e n c e  o f  t h e  t y p e  mg(a), mt(a), /75 
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- 
v a l u e  cox i s  i n c l u d e d  i n  i t  a n d  t h e  p a r a m e t e r s  f r o m  t h e  e q u a t i o n  o f  
moments  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  0x1 a r e  n o t .  

- 
E a c h  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s ,  A " ,  A W Z ,  - e t c . ,  r e p r e s e n t  t h e  r a t i o  

o f  a c e r t a i n  p o l y n o m i a l  i n  p o w e r s  o f  uX t o  t h e  f r e e  t e r m  o f  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  A o .  The c o e f f i c i e n t  A 0  ( s e e  S e c t i o n  8 )  c a n  
v a n i s h  a t  t h e  b o u n d a r i e s  o f  t h e  r e g i o n s  o f  s t a b i l i t y  o f  a i r c r a f t  
m o t i o n  d u r i n g  r o t a t i o n  when zx = c o n s t  a n d  t h e r e  a r e  u s u a l l y  t w o  
v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  From t h e  f o r m u l a s  i n  T a b l e  
2 i t  f o l l o w s  t h a t  w i t h  t h e s e  v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  
a l l  t h e  f u n c t i o n s  A a ,  A W Z ,  A B ,  A W Y  g r o w  w i t h o u t  l i m i t ,  a n d  w i t h  
p a s s a g e  t h r o u g h  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  u n d e r g o  
d i s r u p t i o n  a n d  c h a n g e  s i g n .  

The p h y s i c a l  s e n s e  o f  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  
p r o p o r t i o n a l i t y ,  A a ,  A B ,  e t c . ,  w i t h  a p p r o a c h  t o  t h e  c r i t i c a l  v e l o c -  
i t y  may b e  e x p l a i n e d  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  s i m p l e  a r g u m e n t s .  A l ow-  
e r i n g  i n  t h e  v a l u e  A o ( w x )  m e a n s  a d e c r e a s e  i n  t h e  d e g r e e  o f  s t a b i l i t y  
o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t .  S i n c e  t h e  v a l u e  o f  t h e  d i s t u r b a n c e  i s  
r e t a i n e d  (a c o n s t a n t  c o n t r o l  d e f l e c t i o n ) ,  t h e n  t h e  r e a c t i o n  o f  t h e  
a i r c r a f t  t o  t h i s  d i s t u r b a n c e  w i t h  l o w e r i n g  o f  t h e  d e g r e e  o f  s t a b i l i t y  
i n c r e a s e s  a n d  w i t h  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s ,  when t h e  a i r c r a f t  
n o  l o n g e r  p o s s e s s e s  s t a b i l i t y ,  t h i s  d i s t u r b a n c e  l e a d s  t o  a n  u n -  
l i m i t e d  g r o w t h  i n  a l l  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t .  
The c h a r a c t e r  o f  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  b a s i c  t e r m s  o f  t h e  f u n c t i o n s  
A a ,  A O Z ,  A B ,  A W Y  on t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  i s  i l l u s t r a t e d  o n  
F i g u r e s  3 . 4 ,  3 . 5  a n d  3.6. 

F o r  a f u l l  d e t e r m i n a t i o n  of t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  p a r a m e t e r s  
o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o n  t h e  d e f l e c t i o n s  
o f  a l l  c o n t r o l s  ( 6 a ,  6 , ,  6,) we m u s t  e x c l u d e  t h e  v a l u e  o f  t h e  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  b y  u s i n g  t h e  r e s p e c t i v e  d e p e n d e n c e  o f  Ex 
on t h e  a m o u n t  o f  c o n t r o l  d e f l e c t i o n .  However  s u c h  a m e t h o d  i n v o l v e s  
awkward c o m p u t a t i o n s ,  l e a d s  t o  p o o r  r e s u l t s  a n d  i s  t h u s  - n o t  r a t i o n a l .  
I t  i s  much m o r e  c o n v e n i e n t  t o  r e t a i n  t h e  d e p e n d e n c e  on wx o f  t h e  
p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  of a n  a i r c r a f t  a f t e r  d e t e r m i n i n g  t h e m  by  a n  
e q u a t i o n  w h i c h  p e r m i t s  f i n d i n g  t h e  v a l u e  o f  t h e  r e q u i r e d  a i l e r o n  
d e f l e c t i o n ,  - c o r r e s p o n d i n g  - t o  t h e  - m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  g i v e n  
v a l u e s  o f  w x ,  a s s ,  w Z S s ,  B s s  a n d  w y S s .  The v a l u e  o f  t h e  a i l e r o n  
d e f l e c t i o n  r e q u i r e d  f o r  g i a r a n t e e i n g  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  a n  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  wx i s  f o u n d  f r o m  t h e  e q u a t i o n  o f  e q u i l i b r i u m  
o f  moments  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  i n  s t e a d y  m o t i o n ,  w h i c h  
c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  a p p r o x i m a t e  f o r m :  I 

( 3 . 1 3 )  

S i n c e  a l l  t h e  p a r a m e t e r s  of m o t i o n  i n c l u d e d  i n  E q u a t i o n  ( 3 . 1 3 )  - / 7 6  
a r e  known f u n c t i o n s  of  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  Gx a n d  o f  t h e  
v a l u e s  o f  t h e  c o n t r o l  d e f l e c t i o n s ,  t h e n  t h e  v a l u e  A i x  c a n  b e  e a s i l y  
f o u n d  . 
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F i g u r e s  3 . 7  a n d  3 . 8  show e x a m p l e s  o f  t h e  d e p e n d e n c e s  o f  t h e  
s t e a d y  v a l u e s  o f  t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  o n  
t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  wx. G r a p h s  o f  s t a t i c  s o l u t i o n s  f o r  
a r o l l i n g  m a n e u v e r ,  c a r r i e d  o u t  f r o m  h o r i z o n t a l  f l i g h t ,  a r e  p l o t t e d  
o n  F i g u r e  3 . 7  a n d  t h o s e  f o r  a r o l l i n g  m a n e u v e r  c a r r i e d  o u t  f r o m  t h e  / 7 7  
c o n d i t i o n s  of f l i g h t  w i t h  n e g a t i v e  G - f o r c e ,  
p l o t t e d  o n  F i g u r e  3 . 8 .  

- - 
Amy = Am, = 0 ,  a r e  

- 

I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  c u r v e s  of t h e  s t a t i c  s o l u t i o n s  a r e  
p l o t t e d  o n l y  f o r  p o s i t i v e  v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  
(Gx > 0 ) .  From t h e  f o r m u l a s  i n  T a b l e  2 it f o l l o w s  t h a t  a l l  t h e  
f u n c t i o n s  A B ,  Amy a r e  o d d  a n d  t h e  f u n c t i o n s  A" a n d  A"', a r e  e v e n  for 
w x ,  i . e . ,  t h e  c u r v e s  for Lx < 0 i n  t h e  f i r s t  case  a r e  a n t i s y m m e t r i c  
t o  t h e  c u r v e s  f o r  wx > 0 a n d  may b e  o b t a i n e d  a s  a n  i n v e r t e d  m i r r o r  
r e f l e c t i o n  o f  t h e  c u r v e s  f o r  GX > 0 ,  a n d  i n  t h e  s e c o n d  c a s e  - as  a 
m i r r o r  r e f l e c t i o n .  

- 

I t  i s  c l e a r  f r o m  F i g u r e s  3 . 7  a n d  3 . 8  t h a t  t h e  o b t a i n e d  d e p e n d -  - 
e n c e s  o n  wZ of t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  h a v e  s i n g u l a r -  

e x i s t .  A t  t h e s e  p o i n t s  a l l  s t a t i c  s o l u t i o n s  t a k e  i n f i n i t e l y  l a r g e r  
v a l u e s ,  w h e n c e  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  r e q u i r e d  a i l e r o n  d e f l e c t i o n s  f o r  

i t i e s  when t l c r i t i c a l t '  v a l u e s  of t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  /78 

a 

20 

0 
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A 

F i g .  3 . 6 .  
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c r e a t i n g  s u c h  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  a r e  a l s o  i n f i n i t e l y  
l a r g e r  i f  w e  t a k e  i n t o  a c c o u n t  f u n c t i o n  ( 3 . 1 3 )  f o r  a n  a i r c r a f t  w i t h  
a n o n - z e r o  l a t e r a l  s t a b i l i t y ,  i . e . ,  when mg # 0 i n  p a r t i c u l a r .  

U s i n g  d e p e n d e n c e s  of t h e  t y p e  shown o n  F i g u r e s  3 . 7  a n d  3 . 8  w e  
c a n  f i n d  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a t  
t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  a g i v e n  c o m p l e x  o f  v a l u e s  
c h a r a c t e r i z i n g  t h e  c o n t r o l  o f  a n  a i r c r a f t  (cSa, 6 , ,  B O ) .  

The p r o c e d u r e  o f  f i n d i n g  t h e  v a r i a b l e s  a t  t h e  s i n g u l a r  - p o i n t s  
i n c l u d e s  t h e  f o l l o w i n g :  B a s e d  o n  t h e  v a l u e s  o f  Azz, Am B O ,  e t c . ,  
w e  p l o t  t h e  - -  d e p e n d e n c e s  c i S s ( w ~ ) ,  w z S s  ( L O X ) ,  BSs(wx), wysS(wx) a n d  
f i n a l l y  Amx(wx). Then  a c c o r d i n g  t o  t h e  v a l u e  of t h e  a i l e r o n  d e -  
f l e c t i o n  ( A a ) ,  f o r  w h i c h  w e  m u s t  d e t e r m i n e  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s ,  
u s i n g  t h e  d e p e n d e n c e  A%x(G~), w e  c a n  f i n d  t h e  v a l u e s  Ex, w h i c h  a r e  

Y ’  - - - - 

v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n  v e l o c i t y  as  w e l l  a n d  c o r r e s p o n d  t o  /81 
t h e  moment of t h e  a i l e r o n s  m x a  -5 6,. U s i n g  t h e  v a l u e s  o f  Lx t h u s  
f o u n d ,  we c a n  f i n d  t h e  r e m a i n i n g  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t  a t  t h e  r e s p e c t i v e  s i n g u l a r  p o i n t s .  L e t  u s  l o o k , a s  a n  e x a m p l e ,  
a t  a l l  p o s s i b l e  s i n g u l a r  p o i n t s  - t h e  s t a t i c  s y s t e m s  o f  m o t i o n  o f  
a n  a i r c r a f t  - u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  o f  h o r i z o n t a l  f l i g h t  w i t h  n o  
d e f l e c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l s :  

uo= 0.05 (rad); 
AZe= 0. / (3.14) 

The p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  
f o r  t h e s e  c o n d i t i o n s  o f  f l i g h t  c a n  b e  d e t e r m i n e d  by  t a k i n g  i n t o  
a c c o u n t  t h e  s i g n  o f  yxy u s i n g  F i g u r e  3 . 7 .  I t  i s  e a s y  t o  v e r i f y  
t h a t  t h e r e  a r e  f i v e  s i n g u l a r  p o i n t s ,  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  i n  
w h i c h  a r e  t a b u l a t e d  o n  T a b l e  3. 

1 

0 
0 
0 
0 
0 

_ _  

- .  T A B L E  3 

I *  
0 . 0 3 0 6  
0 . 1 5  

- 0 . 0 4  
- 0 . 1 4  
- 0 . 0 0 4  

i 3 

0.0438 
0 . 9  

- 0 . 0 7 5  
- 0 . 1 8  
- 0 . 0 1 6  

4 

-0.0306 
0 . 1 5  

-0.04 
0 . 1 4  
0 . 0 0 4  

5 

-0.0438 
0.9 

- 0 . 0 7 5  
0.18 
0.016 

L e t  u s  r e c a l l  t h a t  f r o m  t h e  l i n e a r  t h e o r y  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  
we c o u l d  o b t a i n  o n l y  o n e  s i n g u l a r  p o i n t  - No. 1. However n o t  a l l  
t h e  o b t a i n e d  s i n g u l a r  p o i n t s  c o r r e s p o n d  t o  t h e  s t a b l e  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t .  I n  p a r t i c u l a r  i n  t h e  e x a m p l e  s t u d i e d  t h e  o n l y  s i n g u l a r  
p o i n t  i s  P o i n t  No.  1 w h i c h  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  l i n e a r  t h e o r y .  I n  
t h e  g e n e r a l  c a s e ,  s e v e r a l  s i n g u l a r  p o i n t s  c a n  b e  f o u n d  w h i c h  c o r r e -  
s p o n d  t o  s t a b l e  m o t i o n ;  s u c h  s y s t e m s  o f  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  w i l l  b e  a n a l y z e d  i n  d e t a i l  b e l o w .  
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I II, 

We c a n  i s o l a t e  t h r e e  b a s i c  r a n g e s  o f  v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  Gx, f o r  e a c h  o f  w h i c h  t h e  d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  
o f  a n  a i r c r a f t  h a v e  t h e i r  own s i n g u l a r i t i e s .  W i t h  m o t i o n  a t  l ow 
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s ,  when t h e  c o n d i t i o n  

( 3 . 1 5 )  

- 
i s  s a t i s f i e d  [ t h e  s i g n  m i n  ( E a ,  w B )  d e n o t e s  t h e  s m a l l e r  o f  t h e  t w o  
v a l u e s ] ,  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  n e a r  t o  t h a t  d e s c r i b e d  by 

o f  p a p e r s  o n  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t .  The s e c o n d  l i m i t i n g  c a s e  i s  
t h e  r a p i d  r o t a t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  
w i t h  a h i g h  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  S u c h  a m o t i o n  i n  i t s  p r o p e r -  
t i e s  i s  n e a r  t h e  r o t a t i o n  o f  a s o l i d  o n  w h i c h  t h e  a e r o d y n a m i c  
moments  d o  n o t  a c t  s i n c e  w i t h  l a r g e  v a l u e s  o f  wx t h e  b a s i c  r o l e  i s  
p l a y e d  by  t h e  g y r o s c o p i c  m o m e n t s .  The a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  i s  
a s s u m e d  h i g h  i f  i t  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n  

t h e  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a n d  i s  a n a l y z e d  i n  t h e  m a j o r i t y  /82 

(3.16) 

- 
w h e r e  t h e  s i g n  max ( E a ,  w ~ )  d e n o t e s  t h e  g r e a t e r  o f  t h e  t w o  v a l u e s .  
T h i s  c a s e  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  w i l l  b e  a n a l y z e d  i n  d e t a i l  i n  S e c t i o n  
1 6 .  

The m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  h a s  t h e  m o s t  c o m p l e x  c h a r a c t e r i s t i c s  
w i t h  v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  n e a r  t h e  c r i t i c a l  
v e l o c i t i e s  when t h e  i n e r t i a l  a n d  a e r o d y n a m i c  moments  a r e  s i m i l a r  i n  
v a l u e .  For m a n e u v e r i n g  a i r c r a f t  t h i s  r a n g e  o f  v a l u e s  i n  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  i s  o f  t h e  g r e a t e s t  i n t e r e s t .  

1 3 .  P o s s i b l e  Types o f  Dependences o f  t h e  Value o f  t h e  Moment on  
t h e  A i l e r o n s  Requi red  f o r  C a r r y i n g  O u t  a R o l l i n g  Maneuver 

To o b t a i n  some i d e a  a s  t o  t h e  q u a l i t a t i v e  p i c t u r e  o f  s p a t i a l  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t ,  i n  f i r s t  o r d e r  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  d e t e r m i n e  
t h e  number  o f  t y p e  o f  s i n g u l a r  p o i n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  m a n e u v e r  
b e i n g  a n a l y z e d .  

L e t  u s  p r o c e e d  t o  a n  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  b a s i c  p r o p e r t i e s  a n d  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  p h a s e  p i c t u r e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  w i t h  s i m u l t a n e o u s  c o n t r o l  o f  r o l l i n g  a n d  p i t c h i n g  ( t h e  
m o s t  i m p o r t a n t  c a s e  i n  p r a c t i c e ) ,  i n  w h i c h  t h e  n o n l i n e a r  c h a r a c t e r  
of  t h e  m o t i o n  a p p e a r s .  D u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s ,  c o n t r o l  o f  y a w i n g  
u s i n g  t h e  r u d d e r  ( 6 , )  i s  o f  l e a s t  i n t e r e s t  a n d  w i l l  b e  s t u d i e d  b e -  
l ow r a t h e r  b r i e f l y .  

The b a s i c  c h a r a c t e r i s t i c  w h i c h  d e t e r m i n e s  t h e  number  o f  s i n g u -  
l a r  p o i n t s  a t  g i v e n  v a l u e s  o f  t h e  c o n t r o l  d e f l e c t i o n s  ( s e e  t h e  
e x a m p l e  e x a m i n e d  a b o v e ) ,  i s  t h e  f u n c t i o n  AEx = f(zx, 6 e - a o ) .  I n  
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f a c t ,  u s i n g  t h i s  f u n c t i o n  f o r  t h e  known v a l u e s  6 , ,  a0 a n d  6,, w e  c a n  
f i n d  a l l  t h e  v a l u e s  of  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  Zi, a t  t h e  s i n g u -  
l a r  p o i n t s  w h i c h  p e r m i t  d e t e r m i n i n g  t h e  r e m a i n i n g  p a r a m e t e r s  o f  
m o t i o n  a t  t h e s e  s i n g u l a r  p o i n t s  a s  w e l l ,  b a s e d  o n  f o r m u l a s  ( 3 . 1 0 ) .  
M o r e o v e r ,  a s  w i l l  b e  shown  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n ,  t h e  t y p e  o f  t h e  
d e p e n d e n c e  f(Gx, 6 , ,  a o >  p e r m i t s  i n  a n y  number  o f  c a s e s  e v a l u a t i n g  
m o r e  p r e c i s e l y  t h e  s t a b i l i t y  of m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  
s i n g u l a r  p o i n t s  f o u n d ,  a n d  d i s c o v e r i n g  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  w i t h  a 
p r i o r  u n s t a b l e  m o t i o n  i n  t h e i r  v i c i n i t y .  T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  
comment s  - made a b o v e ,  w e  c a n  s t u d y  w h i c h  t y p e s  o f  t h e  d e p e n d e n c e s  
Am, = f(Kx, 6 , ,  ao) a r e  p o s s i b l e .  The t y p e s  o f  f u n c t i o n s  f(;,, 
ao) f o u n d  i n  s u c h  a n  a n a l y s i s  w i l l  b e  u s e d  a s  t h e  b a s i s  o f  s t u d i e s  
o f  p o s s i b l e  t y p e s  o f  s p a t i a l  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  u n d e r  a r b i t r a r y  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  v a r i o u s  c o m b i n a t i o n s  o f  c o n t r o l  d e f l e c t i o n s  
i n  l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  m o t i o n s .  L e t  u s  i n t r o d u c e  f i r s t  i n s t e a d  
o f  t h e  v a l u e s  o f  t h e  e l e v a t o r  d e f l e c t i o n  A 6 ,  a n  e q u i v a l e n t  v a l u e  
Aab w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  i n  i s o l a t e d  
l o n g i t u d i n a l  m o t i o n  t h a t  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  a p p r o x i m a t i o n  r e -  
l a t  i o n s  h i p  

(3.17) 

T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  E q u a t i o n  ( 3 . 1 7 ) y  t h e  m a n e u v e r s  a r e  c h a r -  
a c t e r i z e d  b y  t h e  s i z e  o f  t h e  a i l e r o n  d e f l e c t i o n  a n d  b y  t h e  t w o  compo- 
n e n t s  o f  t h e  t o t a l  a n g l e  of a t t a c k  a 0  a n d  Aa. By d e f i n i t i o n ,  t h e  
a n g l e  o f  a t t a c k  a 0  i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  v e c t o r  of t h e  f l y i n g  
s p e e d  (when  B = 0 )  a n d  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  - a x i s  o f  t h e  a i r c r a f t  OX1 
d u r i n g  h o r i z o n t a l  f l i g h t ,  ? . e . ,  when w z 0  = 0 .  The a n g l e  Aa i s  e q u a l  
t o  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  a n g l e  of a t t a c k  o f  t h e  a i r c r a f t  when t h e  
e l e v a t o r  i s  d e f l e c t e d  by  a v a l u e  A6 ,  r e l a t i v e  t o  t h e  t r i m  p o s i t i o n  
i n  h o r i z o n t a l  f l i g h t .  The a p p e a r a n c e  o f  t h e  a n g l e  Aa i s  a c c o m p a n i e d  
by  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a n  a n g u l a r  p i t c h i n g  v e l o c i t y  wzo # 0 w h i c h  
f r o m  t h e  v e r y  b e g i n n i n g  o f  t h e  m a n e u v e r  " l e a d s "  t h e  v e c t o r  o f  t h e  
t o t a l  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  away f r o m  t h e  a x i s  0x1. T h i s  
p r o d u c e s  a s l i g h t  d i f f e r e n c e  i n  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  a n g l e s  a0 a n d  
Aa o n  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t .  L e t  u s  r e c a l l  t h a t  t h e  i n t r o d u c t i o n  
i n t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  of t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a 0  i s  a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e  n e c e s s i t y  o f  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  i n f l u e n c e  o f  g r a v i t y  
o n  t h e  t r i m  o f  a n  a i r c r a f t .  

S i n c e  t h e  p r o j e c t i o n s  of t h e  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e s  o n t o  t h e  
b o d y  a x e s  OYIZ1y when a n  a i r c r a f t  rolls i n  a t u r n ,  become  a l m o s t  
p e r i o d i c  f u n c t i o n s  o f  t i m e  a n d  c o n d i t i o n  o f  f l i g h t  when a 0  w i t h  wz= 
0 a r e  d i s r u p t e d ,  s u c h  a d i v i s i o n  o f  a n g l e s ,  s t r i c t l y  s p e a k i n g ,  i s  
s u b s t a n t i a l  o n l y  i n  e v a l u a t i n g  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r .  
I n  a n a l y z i n g  l e n g t h y  r o l l i n g  m a n e u v e r s  w e  c a n  a p p r o x i m a t e l y  a s s u m e  
t h e  a n g l e s  a0 a n d  Aab t o  b e  e q u i v a l e n t .  Somewhat l a t e r  w e  s h a l l  
l o o k  a t  t h i s  p r o b l e m  i n  g r e a t e r  d e t a i l .  
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L e t  u s  p r o c e e d  t o  a n  a n l y s i s  of t h e  p o s s i b l e  t y p e s  o f  t h e  
d e p e n d e n c e  Amx(w,, a o ,  d a b ) .  The v a l u e  o f  t h e  r o l l i n g  moment re- 
q u i r e d  f o r  t r i m  o f  t h e  a i r c r a f t  d u r i n g  r o t a t i o n  a t  a n  a n g u l a r  v e l o c -  
i t y  Gx i s  d e t e r m i n e d  f r o m  - t h e  a l g e b r a i c  r e l a t i o n s h i p  o b t a i n e d  by 
e q u a t i n g  t h e  d e r i v a t i v e  w x  t o  z e r o :  

( 3 . 1 8 )  

I n  E q u a t i o n  ( 3 . 1 8 )  f o r  s i m p l i f i c a t i o n  o f  c o m p u t a t i o n  o n l y  t h e  
b a s i c  terms a r e  r e t a i n e d ,  i n  p a r t i c u l a r  t h e  t e r m  m g Y w y s s ,  e t c .  i s  
o m i t t e d .  A s  c o m p u t a t i o n s  show t h e  t e r m  C p w z s s * w y s s  e x e r t s  a n  i n -  
f l u e n c e  o n  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  c h a n g e  i n  t h e  f u n c t i o n  Am,(;,, a o ,  
A a b )  o n l y  i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t i e s  w h e r e  t h i s  t e r m  b e c o m e s  d e t e r m i n a n t .  W i t h  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t i e s  n o t  v e r y  c l o s e  t o  t h e  c r i t i c a l ,  i t s  i n f l u e n c e  i s  n o t  s u b -  /84 
s t a n t i a l  a n d  i n  q u a l i t a t i v e  e v a l u a t i o n s  may n o t  b e  t a k e n  i n t o  ac-  
c g u n L .  Due t o  t h i s  f a c t  t h e  p r o b l e m  o f  i n v e s t i g a t i n g  t h e  d e p e n d e n c e  
Am,(wx, "0, Aab) c a n  b e  d i v i d e d  i n t o  t w o  p a r t s :  i n v e s t i g a t i o n  a t  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  LUX) d i f f e r e n t  f r o m  t h e  c r i t i c a l ,  a n d  
i n v e s t i g a t i o n  a t  v a l u e s  o f  wx i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  t h e  
c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t y .  

- - 

L e t  u s  s e t  i n t o  r e l a t i o n s h i p  ( 3 . 1 8 )  t h e  p r o d u c t  of t h e  a n g u l a r  
v e l o c i t i e s  e q u a l  t o  z e r o .  S u c h  a s i m p l i f i c a t i o n  w i l l  p e r m i t  - -  c l a r i -  
f y i n g  t h e  b a s i c  l a w s  g o v e r n i n g  t h e  c h a n g e  i n  t h e  f u n c t i o n  Am,(w,, 
c i o ,  A a b ) ,  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t .  

L e t  u s  s e t  i n t o  E q u a t i o n  ( 3 . 1 8 )  a n  e x p r e s s i o n  for B S s ,  w h i c h  
i s  d e t e r m i n e d  b y  u s i n g  E q u a t i o n  ( 3 . 1 0 )  a n d  T a b l e  2 .  

( 3 . 1 9 )  

I f  w e  make t h e  n e c e s s a r y  c o n v e r s i o n s  a n d  g r o u p  t h e  t e r m s  b y  
i d e n t i c a l  p o w e r s  o f  zxy w e  c a n  r e d u c e  f o r m u l a  ( 3 . 1 9 )  t o  a f o r m  t h a t  
i s  c o n v e n i e n t  f o r  a n a l y s i s .  

( 3 . 2 0 )  
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I n  E q u a t i o n  ( 3 . 2 0 )  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s  a r e  u s e d :  

c, (.<,)= D2G; - j  D,&!-D,, 

w h e r e  
( 3 . 2 1 )  

/ 8 5  S i n c e  t h e  p a r a m e t e r s  of c o n t r o l  i n  t h e  l o n g i t u d i n a l  p l a n e  ( a 0  - 
a n d  Aab)  d o  - n o t  i n f l u e n c e  t h e  f u n c t i o n  Ao(wx), t o  d e t e r m i n e  t h e  d e -  
pendente Amx(wxy a o ,  Aab) i t  i s  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  t o  i n v e s t i -  
g a t e  t h e  f u n c t i o n  C1(Ex), w h i c h  s t a n d s  i n  t h e  n u m e r a t o r .  From 
f o r m u l a  ( 3 . 2 1 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  f u n c t i o n  Cl(Lx) is a n  E$ p a r a b o l a  
a n d  c o n s e q u e n t l y  i s  s y m m e t r i c  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  wx = 0 .  When 

+ 00 , r e g a r d l e s s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  c o n t r o l ,  t h e  q u a n t i t y  
C 1  2 0 3 .  From t h i s  r e s u l t  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  t y p e  o f  p a r a b o l a  
Cl(w;) c a n  b e  f u l l y  d e t e r m i n e d  b y  t h e  v a l u e s  o f  t h e  z e r o s  s i n c e  t h e  
d i r e c t i o n  o f  i t s  c u r v a t u r e  i s  known.  

L e t  u s  p r o c e e d  t o  a m o r e  d e t a i l e d  a n a l y s i s  o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  
t h e - f u n c t i o n  C~(W:). L e t  u s  d e t e r m i n e  t h e  p o s s i b l e  t y p e s  o f  c u r v e s  
C l ( w $ )  a n d  t h e  f u n c t i o n s  AEx(wxy a o ,  Aab) w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  t h e m .  
L e t  <s l o o k  f i r s t  o f  a l l  a t  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  f u n c t i o n  C l ( F $ )  i n  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  p o i n t  wx = 0 .  Two c a s e s  a r e  p o s s i b l e :  C l ( 0 )  
> 0 a n d  Cl(0) < 0 .  I n  s a t i s f y i n g  t h e  c o n d i t i o n  

t 

t h e  f u n c t i o n  Cl(zx) may h a v e  e i t h e r  t w o  p o s i t i v e  r o o t s  X i  a n d  A2 or 
n o  r o o t  a t  a l l  o r  i n  t h e  b a s i c  c a s e  when t h e  c u r v e  Cl(Ei) i s  t a n g e n t  
t o  t h e  a b s c i s s a  a x i s  - o n e  r o o t  ( F i g .  3 . 9 ) .  I n  t h a t  c a se  when C l ( 0 )  
- < 0 t h e  f u n c t i o n  Cl(Ex) h a s  o n l y  o n e  p o s i t i v e  r o o t .  We c a n  e x p r e s s  
c o n d i t i o n  ( 3 . 2 3 )  t h r o u g h  t h e  p a r a m e t e r s  of t h e  a i r c r a f t  a s  a c h a r -  
a c t e r i s t i c  o f  t h e  m o t i o n  i n  t h e  l o n g i t u d i n a l  p l a n e .  T o  s i m p l i f y  
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t h e  w r i t i n g  l e t  u s  o m i t  s m a l l  v a l u e s  s u c h  a s  

L e t  u s  o b t a i n  

( 3 . 2 4 )  

I n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  f u n c t i o n s  Cl(Ex) c a n  
b e  c o n v e n i e n t l y  c a r r i e d  o u t  on t h e  p l a n e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  a o ,  A a b .  
The s t r a i g h t  l i n e  w h i c h  i s  d e s c r i b e d  b y  E q u a t i o n  ( 3 . 2 4 )  ( L i n e  1 on 
F i g .  3.10), d i v i d e s  t h e  p l a n e  o f  t h e  p a r a m e t e r s  a o ,  Aab i n t o  t w o  
r e g i o n s ,  i n  o n e  o f  w h i c h  t h e  f u n c t i o n  C1(wx) h a s  e i t h e r  t w o  or n o  
z e r o s ,  a n d  i n  t h e  o t h e r s  h a s  o n e  z e r o .  

Now l e t  u s  d e f i n e  o n  t h e  p l a n e  ( a o ,  Aab) a r e g i o n  i n  w h i c h  t h e  
f u n c t i o n  C1(Gx) d o e s  n o t  h a v e  a n y  z e r o s ,  i . e . ,  a r e g i o n  w h e r e  t h e  
f u n c t i o n  C 1  i s  c o n s t a n t  i n  s i g n .  The c o n d i t i o n  o f  c o n s t a n t  s i g n s  
o f  t h e  f u n c t i o n  Cl(ox) i s  t h a t  t h e  s u b r o o t  e x p r e s s i o n s  ( d i s c r i m i n a n t )  
i n  t h e  f o r m u l a  f o r  t h e  r o o t s  o f  t h e  p o l y n o m i a l  Cl(Gx) b e  n e g a t i v e :  

F i g .  3 . 9  F i g .  3 . 1 0 .  
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/ 8 7  If we substitute into Formula (3.25) expressions for D2, D1 - 
and Do through the aerodynamic coefficients and carry out the neces- 
sary conversions we find the approximate condition for constant 
signs of the function C1(Kx) in the form of an inequality 

(3.26) 

F o r  the small values of interest to us for the trim angle a 0  
the second term in expression (3.26) is small and can be dropped. 
In this case the condition of constant signs of the function Cl(Gx) 
can be simplified. The straight line obtained from Equation (3.26) 
is shown on Figure 3.10 by the number "2". In the region between 
the two straight lines which are described by Equations (3.24) and 
(3.26), the function Cl(;x) has two zeros. 

Of special interest is the position of the zeros 11, A2 of the 
function C 1  (Lx) with respect to - -  the zeros of the free term A o ,  
since the form of the function Amx(wx, a ~ ,  Aab) which is proportional 
to the ratio of Cl(Gx) to A 0  depends on their mutual location. The 
equation of the curves ( a o ,  Aab), on which the zeros of the function 
C1(GX) and the zeros of A 0  coincide, can be found after substituting - 
into expression (3.21) for the function C1(Ex) the values of wx 
equal to the zeros of A o :  

(3.27) 

(3.28) 

If we substitute (3.27) and (3.28) into Formula (3.21), we 
find two equations for the boundaries of such regions: 

(3.29) 
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E x p r e s s i o n s  ( 3 . 2 9 )  a n d  ( 3 . 3 0 )  a r e  v a l i d  i n  a l l  ca ses  when t h e  /88 
c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  oa a n d  u p  e x i s t ,  i . e . ,  A 0  h a s  
- z e r o s .  U s i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p  w h i c h  a p p e a r s  i n  t h e  d e f i n i t i o n  f o r  
o a n d  W B a 

e x p r e s s i o n s  ( 3 . 2 9 )  a n d  ( 3 . 3 0 )  c a n  b e  s i m p l i f i e d .  A f t e r  c a r r y i n g  
o u t  t h e  n e c e s s a r y  c a l c u l a t i o n s  w e  f i n d  

( 3 . 3 2 )  

( 3 . 3 3 )  

From e x p r e s s i o n s  ( 3 . 3 2 )  a n d  ( 3 . 3 3 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  l i n e s  w h i c h  
d i v i d e  t h e  r e g i o n s  t h a t  d i f f e r  i n  t h e  d i f f e r e n t  m u t u a l  p o s i t i o n  o f  
z e r o s  o f  t h e  f u n c t i o n s  Cl(Gx) a n d  a r e  s t r a i g h t  l i n e s  w h i c h  
p a s s  t h r o u g h  t h e  o r i g i n  a 0  = nab = 0 ( s e e  F i g .  3 . 1 0 ,  C u r v e s  3 a n d  
4 ) .  

I n  t h e  c a s e  w h i c h  i s  o f  t h e  m o s t  p r a c t i c a l  i n t e r e s t  i n  a n a l y z i n g  
t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  s m a l l  d a m p i n g ,  e x p r e s s i o n s  ( 3 . 3 2 )  
a n d  ( 3 . 3 3 )  c a n  b e  s i m p l i f i e d  e v e n  m o r e .  T o  - d o  s o  i t  i s  n e c e s s a r y  
t o  u s e  t h e  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a s  f o r  wa a n d  w g :  

U s i n g  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  ( 3 . 3 4 )  
w i t h  t h e  a i d  o f  F o r m u l a s  ( 3 . 3 2 )  a n d  ( 3 . 3 3 )  we f i n d  a p p r o x i m a t e  
e q u a t i o n s  of t h e  b o u n d a r i e s  f o r  t h e  r e g i o n s  o f  d i v i d i n g  t h e  p l a n e s  
"0, A a b :  

a, + AU- = 0;  b ( 3 . 3 5 )  

( 3 . 3 6 )  
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- 
The a n a l y s i s  w h i c h  w e  c a r r i e d  o u t  o f  t h e  f u n c t i o n  Ci(w,) p e r -  

m i t t e d  u s  t o  c l a r i f y  i t s  b a s i c  p r o p e r t i e s  a n d  t o  d i v i d e  t h e  p l a n e  
( a o ,  Aab) i n t o  r e g i o n s  w i t h  d i f f e r e n t  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  b e h a v i o r  
o f  t h e  c u r v e  Cl(w,) w i t h  r e s p e c t  t o  A o ( w , ) .  E x a m p l e s  o f  s u c h  a 
d i v i s i o n  f o r  t h e  v a r i o u s  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  
v e l o c i t i e s  w a n d  GB a r e  p l o t t e d  on F i g u r e s  3 . 1 0  a n d  3 . 1 1 .  From 
c o m p a r i s o n  o? t h e s e  f i g u r e s ,  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  m u t u a l  p o s z t i o n  
o f  t h e  r e g i o n s  w i t h  d i f f e r e n t  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  c h a n g e  i n  Cl(w,) 

r o l l i n g  v e l o c i t i e s .  T h i s  i s  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  s i m u l t a n e o u s l y  
w i t h  t h e  c h a n g e  i n  t h e  m u t u a l  p o s i t i o n  o f  C u r v e s  - 3 - a n d  4 t h e  m u t u a l  
p o s i t i o n  o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  w a  a n d  W B  w e r e  c h a n g e d .  

i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  /89 

F i g .  3 . 1 1  

L e t  u s  r e c a l l  t h a t  t h e  f u n c t i o n  - -  
Am,(w,) i s  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  
o f  E x p r e s s i o n  ( 3 . 2 0 ) .  T a k i n g  t h i s  
i n t o  a c c o u n t  a n d  u s i n g  F i g u r e s  
3 . 1 0  a n d  3 . 1 1 ,  w e  c a n  d e f i n e  s i x  
b a s i c  - t y p e s  of t h e  f u n c t i o n s  Am, = 
(w,, a o ,  A a b ) ,  w h i c h  a r e  i l l u s t r a t e d  
o n  F i g u r e  3 . 1 2 .  O f  g r e a t e s t  i n t e r -  
e s t  i s  t h e  c h a r a c t e r  o f  c h a n g e  o f  
t h e s e  f u n c t i o n s  i n  t h e  r e g i o n s  of 
t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  
l e s s  t h a n  t h e  f i r s t  a n d  g r e a t e r  
t h a n  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l .  The 
d e p e n d e n c e  o f  t h e  d y n a m i c  c h a r a c -  
t e r i s t i c s  o f  a n  ai-rcyaft o n  t h e  f o r m  
o f  t h e  f u n c t i o n  Am,(w,) w i l l  b e  
s t u d i e d  i n  g r e a t e r  d e t a i l  b e l o w ;  
h o w e v e r ,  i t  i s  f e a s i b l e  t o  m a k e  

s e v e r a l  comments  e v e n  a t  t h i s  s t a g e  o f  t h e  s t u d y .  Even  a r a p i d  
g l a n c e  a t  t h e  c u r v e  o f  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n s  s h o w s  t h a t  i n  t h e  r a n g e  
o f  t h e  a n g u l a r  - -  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  l e s s  t h a n  t h e  f i r s t  c r i t i c a l ,  t h e  
f u n c t i o n  Amx(wx) t e n d s  e i t h e r  t o w a r d  t a o r  t o w a r d  -a , h e n c e  i n  
p a r t i c u l a r  i t  f o l l o w s  t h a t  i n  t h e  s e c o n d  c a s e  w i t h  d e f l e c t i o n  o f  t h e  
a i l e r o n s  b y  a v a l u e  w h i c h  i s  g r e a t e r  t h a n  a c e r t a i n  v a l u e ,  t h e  
c o n t i n u o u s  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  v a l u e  AK, a n d  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  i s  d i s r u p t e d .  I n  t h i s  c a s e  t h e  a i r c r a f t  may d e v e l o p  
a n g u l a r  v e l o c i t i e s  g r e a t e r  t h a n  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l  ( w 2  c r i t ) .  
From F i g u r e  3 . 1 2  i t  f o l l o w s  t h a t  s u c h  p r o p e r t i e s  a r e  i n h e r e n t  i n  
t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  Cases C a n d  E .  

I n  t h e  r a n g e  o f  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  w h i c h  e x c e e d s  t h e  ' 
s e c o n d  c r i t i c a l ,  o f  t h e  m o s t  p r a c t i c a l  i n t e r e s t  i s  t h e  q u e s t i o n  o f  
t h e  e x i s t e n c e  o f  a n  i n t e r s e c t i o n  - o f  t h e  c u r v e  o f  t h e  s t a t i c  f u n c t i o n  

s e c t i o n  ( m a n e u v e r s  o f  t y p e  A ,  B ,  C )  i n d i c a t e s  t h e  p r e s e n c e  o f  a 
s i n g u l a r  p o i n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  a n g u -  
l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  G, > w 2  crit  w i t h  n o  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s .  
I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i n v e s t i g a t i o n  o f  s u c h  c a s e s  i s  o f  t h e  m o s t  p r a c t i -  
c a l  i n t e r e s t  s i n c e  t h e  e n t r y  o f  a n  a i r c r a f t  i n t o  s u c h  c o n d i t i o n s  o f  

- -  
Am,(w,) w i t h  t h e  a x i s  Am, = 0 .  The e x i s t e n c e  o f  s u c h  a n  i n t e r -  /90 
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m o t i o n  m e a n s  s i m p l y  t h e  loss o f  c o n t r o l l a b i l i t y  b y  t h e  a i l e r o n s .  

F i g .  3 . 1 2  

L e t  u s  p r o c e e d  t o  a n  i n v e s t i g a f i o n  of t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  
c u r v e s  o f  t h e  s t a t i c  f u n c t i o n s  Amx(wx, " 0 ,  Aab)  i n  t h e  i m m e d i a t e  
v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t .  The r e s u l t s  o b t a i n e d  a b o v e  a r e  
b a s i c  for a n a l y z i n g  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t ,  a n d  i n v e s t i g a t i o n  
o f  t h e  s t a t i c  c u r v e s  i n  t h e  v i c i n i t y  of t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  i s  
m a i n l y  o f  t h e o r e t i c a l  i n t e r e s t .  A s  n o t e d  a b o v e ,  i n  t h o s e  c a s e s  
when t h e  i n e r t i a l  moments  of a n  a i r c r a f t  J a n d  J z  a y e  n o t  m u t u a l l y  
e q u a l ,  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  c h a n g e  i n  t h e  f u n c t i o n  Amx(wx) i n  t h e  
v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  t e r m  C w y ~ ~ w z s s p  
i n  E x p r e s s i o n  ( 3 . 1 8 ) .  The i n e q u a l i t y  of t h e  i n e r t i a l  moments  J 
a n d  J z  a r e  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  a i r c r a f t  o f  o r d i n a r y  d e s i g n .  
i f  t h e  i n e r t i a l  moment of a n  a i r c r a f t  Jx i s  d e t e r m i n e d  m a i n l y  by  
t h e  mass w h i c h  i s  d i s t r i b u t e d  i n  t h e  w i n g s  t h e n  a s  c a n  b e  shown b y  
u s i n g  t h e  d e f i n i t i o n s  i n  F i g u r e  3 . 1 3  t h e  f o l l o w i n g  a p p r o x i m a t e  
r e l a t i o n s h i p  i s  v a l i d :  

I n  f a c t  

J ,  z J , - J J , .  ( 3 . 3 7 )  

I n  f a c t ,  t h e  e x p r e s s i o n s  for t h e  i n e r t i a l  moments  may b e  a p -  
p r o x i m a t e l y  w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

w h e n c e  i t  is e a s y  t o  o b t a i n  E q u a t i o n  ( 3 . 3 7 ) .  I n  t u r n ,  f r o m  E q u a -  
t i o n  ( 3 . 3 7 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  q u a n t i t y  C i s  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  
t o  u n i t y  w i t h  a m i n u s  s i g n .  

81 



U s i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p s  i n  T a b l e  2 a n d  a n a l y z i n g  a s  t h e  Earame- 
- t e r s  a0 a n d  Aab ,  w e  c a n  w r i t e  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p r o d u c t  ( w y s s *  
wzss 1 : 

" 
(3.38) 

w h e r e  

( 3 . 3 9 )  

I 

From F o r m u l a  ( 3 . 3 8 )  i t  f o l l o w s  t h a t  
t h e  f u n c t i o n  AKx(&, 010, Aab)  w i t h  c r i t i -  
c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  h a s  a 
t e r m i n a l  o f  s e c o n d  o r d e r  ( a n d  t h e  d e n o m i -  
n a t o r  A 0  e n t e r s  i n  t h e  s e c o n d  p o w e r ) .  
Wi th  t h e  p a s s a g e  o f  cx t h r o u g h  t h e  v a l u e s  
o f  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  
t h e  s i g n  o f  t h e  f u n c t i o n  A6ix(ZX, a o ,  Aab) 
i s  n o t  c h a n g e d  s i n c e  t h e  d e n o m i n a t o r  
( A ; )  i s  a l w a y s  p o s i t i v e .  I n  t h i s  r e s p e c t  
t h e  s i g n  o f  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  

F i g .  3 . 1 3  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  v e l o c i t y  i s  d e t e r -  
m i n e d  o n l y  b y  t h e  s i g n  o f  t h e  n u m e r a t o r  

i n  F o r m u l a  ( 3 . 2 0 ) .  W i t h  i d e n t i c a l  s i g n s  o f  t h e  b r a c k e t s ,  t h e  f u n c -  
t i o n  Amx(ox, a o ,  n a b ) ,  when wx -f wx c r i t  t e n d s  t o w a r d  ( t w ) ,  a n d  
w i t h  d i f f e r e n t  s i g n s  t o  ( - 0 0 ) .  The b o u n d a r i e s  o f  t h e  r a n g e s  i n  t h i s  / 9 2  
c a s e  a r e  s t r a i g h t  l i n e s  w h i c h  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  e q u a t i o n s  

- - - 

( 3 . 4 0 )  

- 
D i r e c t  p r o o f  i s  e a s y  t o  f i n d  t h a t  i n  t h e  ca se  when ;a >+ W B ,  a l l  

t h e  c o e f f i c i e n t s  C11, C12, C 2 1 ,  C22 a r e  p o s i t i v e .  The d i v i s i o n  o f  
t h e  p l a n e  a o ,  Aab i n t o  r e g i o n s  w h e r e  t h e  s t a t i c  f u n c t i o n s  t o  t o  +m 
( f i r s t  t y p e )  a n d  t o  - m ( s e c o n d  t y p e )  i s  c l e a r  f r o m  F i g u r e  3 . 1 4 ,  a 
a n d  b e .  The s t r a i g h t  l i n e s  a r e  p l o t t e d  f o r  t h e  p a r a m e t e r s  o f  a n  
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- - 
a i r c r a f t  when w a  >> wB. 

a 

G,= 0, 
\ 

b 
F i g .  3:14 

From t h e  a n a l y s i s  c a r r i e d  o u t  i t  f o l l o w s  t h a t - f o u r  d i f f e r e n t  
t y p e s  o f  c h a n g e s  a r e  p o s s i b l e  i n  t h e  f u n c t i o n  AZx(w,, a o ,  A a b )  i n  
t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  t h e  c r i t i c a l  - a n g u l a r  v e l o c i t i e s  t h a t  
d i f f e r  i n  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  c h a n g e  Am,. 

T a b l e  4 g i v e s  a s u m m a t i o n  o f  t h e  p o s s i b l e  g r o u p s  o f  t y p e s  o f  - -  
f u n c t i o n s  Amx(wx) i n  t h e  v i c i n i t i e s  o f  t h e  c r i t i c a l  v e l o c i t i e s .  

_ 
I n  t h i s  c a s e  t h e  number  rrl" d e n o t e s  g r o w t h  i n  t h e  f u n c t i o n  Am, 

i n  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  ( + m )  a n d  t h e  number  " 2 "  i n  t h e  n e g a t i v e  
d i r e c t i o n  (-a 1.  

D e p e n d i n g  o n  t h e  g r o u p  o f  p a r a m e t e r s  a0 a n d  A a b  for w h i c h  t h e  
r o l l i n g  m a n e u v e r  i s  c a r r i e d  o u t ,  o n e  o f  t h e  f o u r  t y p e s  o f  c h a n g e s  
i n  t h e  f u n c t i o n  Amx(wx) i s  p o s s i b l e  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  c r i t i c a l  
v e l o c i t i e s .  The p r o p e r  d i v i s i o n  o f  t h e  p l a n e  ( a o ,  n a b )  c a n  b e  ob -  
t a i n e d  by  u s i n g  F i g u r e  3 . 1 4 ,  a a n d  b .  An e x a m p l e  of s u c h  d i v i s i o n  
i s  shown on F i g u r e  3 . 1 5 .  

_ -  

Thus  t h e  i n v e s t i g a t i o n  w h i c h  we c a r r i e d  o u t  s h o w s  t h a t  i n  t h e  /93 
g e n e r a l  c a s e  when t h e r e  a r e  t w o  v a r y i n g  p a r a m e t e r s  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  
c o n t r o l  - _  Aclb a n d  ao, s i x  p o s s i b l e  t y p e s  o f  c h a n g e  i n  t h e  f u n c t i o n  
Am,(wx) a r e  p o s s i b l e ,  i n  e a c h  o f  w h i c h  i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  
t h e  c r i t i c a l  v e l o c i t i e s  G, t h e  f u n c t i o n  c a n  b e  s t i l l  o n e  o f  f o u r  
t y p e s .  H o w e v e r ,  a s  c o m p u t a t i o n s  show f o r  p r a c t i c a l  p r o b l e m s - t h e r e  
i s  n o  n e c e s s i t y  f o r  a n a l y z i n g  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  c u r v e  Am,(w,) i n  
t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s .  

8 3  
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T A B L E  4 

I 
I1 

I11 
I V  

F i g .  3 . 1 5  

14. Analysis o f  the Stability o f  Motion i n  t h e  Vicinity 
o f  the Singular Point 

A s  n o t e d  i n  S e c t i o n  11, t h e  p h a s e  t r a j e c t o r i e s  p o s s e s s  t h e  
p r o p e r t y  t h a t  t h e y  d o  n o t  i n t e r s e c t  a n y w h e r e ,  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  of 
t h e  " s i n g u l a r "  p o i n t s  or p o i n t s  o f  " r e s t T 1  o f  t h e  s y s t e m .  I n  t h i s  
c a s e  t h e  p h a s e  t r a j e c t o r i e s  may e i t h e r  " e n t e r  i n t o "  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t  ( i n  t h i s  c a s e  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  c o r r e s p o n d s  t o  a s t a t e  o f  
s t a b l e  e q u i l i b r i u m ) ,  p a s s  a l o n g s i d e ,  or " l e a v e  f r o m "  i t  ( u n s t a b l e  
e q u i l i b r i u m ) .  A d e t a i l e d  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t  i n  p h a s e  s p a c e  w i t h  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  p h a s e  t r a j e c t o r i e s  a t  
a l l  p o i n t s  o f  t h i s  s p a c e  i s  q u i t e  c o m p l e x  a n d  t h e r e  i s  n o  n e c e s s i t y  
f o r  s o  d o i n g .  O f  c o n s i d e r a b l y  g r e a t e r  i n t e r e s t  i s  t h e  s i m p l e r  
p r o b l e m  o f  f i n d i n g  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  i n  p h a s e  
s p a c e  a n d  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  t h e i r  
v i c i n i t y .  

The p r o b l e m  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  t y p e  o f  s i n g u l a r  p o i n t  i s  r e -  
d u c e d  t o  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  m o t i o n  i n  i t s  v i c i n i t y ,  i . e . ,  t o  a n  
i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  m o t i o n  " i n  t h e  s m a l l "  a n d  t h e r e f o r e  i s  e x t r e m e  
l y  c l o s e  t o  t h e  p r o b l e m  o f  a n a l y z i n g  t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  n e a r  
t h e  s i n g u l a r  p o i n t .  I n  t h i s  c a s e  t h e  k n o w l e d g e  a n d  u s e  o f  t h e  
c r i t e r i a  o f  s t a b i l i t y  or i n s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  p e r m i t s  d e t e r m i n i n g  
t o  w h i c h  t y p e  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  u n d e r  i n v e s t i g a t i o n  b e l o n g s ,  a n d  
a l s o  a s  t o  w h e t h e r  t h e  m o t i o n  i n  i t s  v i c i n i t y  c a n  b e  p r a c t i c a l l y  
r e a l i z e d .  U n f o r t u n a t e l y  i n  t h e  f o r m  t h a t  i s  u s e d  f o r  a n a l y t i c a l  
i n v e s t i g a t i o n s  a l l  t h e  c r i t e r i a  o f  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  c a n n o t  b e  
o b t a i n e d ,  h o w e v e r  o n e  o f  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  c r i t e r i a ,  i . e . ,  t h e  
c r i t e r i a  o f  t h e  a p e r i o d i c  s t a b i l i t y ,  c a n  b e  r e d u c e d  t o  a r a t h e r  
s i m p l e  a n d  c l e a r  f o r m .  
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I n  a n a l y z i n g  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  a c e r t a i n  s m a l l  
v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t ,  E q u a t i o n s  ( 1 . 3 3 )  c a n  b e  s i m p l i f i e d  
b y  c o n v e r t i n g  t h e m  t o  e q u a t i o n s  i n  v a r i a t i o n s  r e l a t i v e  t o  t h e  
p a r a m e t e r s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  m o t i o n  a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  o f  t h e  
s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  L e t  u s  w r i t e ,  a s  i s  u s u a l l y  d o n e  i n  
l i n e a r i z i n g  e q u a t i o n s ,  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i n  
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t h e  f o r m  

( 3 . 4 1 )  

C a r r y i n g  o u t  t h e  u s u a l  p r o c e d u r e  o f  l i n e a r i z a t i o n  we f i n d  t h e  
s y s t e m  o f  u n i f o r m  e q u a t i o n s  i n  t h e  v a r i a t i o n s  ( f o r  b r e v i t y  o f  
d e s c r i p t i o n  t h e  s i g n  o f  v a r i a t i o n  A i n  t h e  e q u a t i o n s  i s  o m i t t e d ) :  

( 3 . 4 2 )  

T o  d e f i n e  t h e  c o n d i t i o n s  of  s t a b i l i t y ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  l o o k  
a t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  o f  t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 3 . 4 2 1 ,  
w h i c h  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

The e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t  B 4 ,  B 3 ,  B 2 ,  B 1 ,  B O  t h r o u g h  
t h e  a e r o d y n a m i c  a n d  i n e r t i a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  a i r c r a f t  a r e  
q u i t e  awkward a n d  c i t e d  i n  T a b l e  5 .  

B e f o r e  w e  p r o c e e d  t o  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  E q u a t i o n s  ( 3 . 4 3 )  w e  
m u s t  make s e v e r a l  c o m m e n t s .  The p r o b l e m  w h i c h  i s  e x a m i n e d  i n  t h i s  
s e c t i o n  i s  q u i t e  n e a r  t o  t h a t  s t u d i e d  i n  C h a p t e r  11. The  d i f f e r e n c e  / 9 7  
c o n s i s t s  - o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
when wx E c o n s t  w a s  a n a l x z e d  e a r l i e r  w h i c h  i n  p a r t i c u l a r  c o r r e s p o n d s  
t o  t h e  e q u a t i o n s  C, mg, m$Y b e i n g  e q u a t e d  t o  z e r o  i n  E q u a t i o n s  
( 3 . 4 2 ) ,  e t c . ,  ( o f  a l l .  c o e f f i c i e n t s  i n  t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  r o l l i n g  
moments  o t h e r  t h a n  e t c . ) .  I n  t h e  p r e s e n t  s e c t i o n  w e  l o o k  a t  
t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  b y  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  
f a c t  t h a t  i n  t h e  g e n e r a l  case  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  [ b e c a u s e ,  
e . g . ,  of  t h e  p r e s e n c e  i n  t h e  a i r c r a f t  o f  l a t e r a l  s t a b i l i t y  ( m B  # O ) ]  

- 

X 

8 5  

I 



T A B L E  5 

B3 - ,  

8 6  



BO 

TABLE 5 
.~ .. - 

The expressions f o r  t h e  coefficients A 3 ,  A 2 ,  A 1  and A 0  can be f o u n d  
f r o m  F o r m u l a s  (2.11)-(2.14); ( Q  w z o ) .  
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may d u r i n g  t h e  m a n e u v e r  c h a n g e  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  
p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n .  A s  w i l l  b e  o b v i o u s  f r o m  t h e  f o l l o w i n g ,  s u c h  
a v a r i a b i l i t y  i n  Gx c o m p l i c a t e s  t h e  t y p e  o f  c r i t e r i a  o f  s t a b i l i t y  
a n d  i n  c e r t a i n  i n s t a n c e s  l e a d s  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  new r e g i o n s  o f  
u n s t a b l e  m o t i o n .  

The c o n d i t i o n s  o f  s t a b i l i t y  for s o l v i n g  t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  
( 3 . 4 2 ) ,  a c c o r d i n g  t o  t h e  c r i t e r i a  o f  t h e  H u r w i t z  s t a b i l i t y ,  a r e  t h e  
s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  s y s t e m  o f  i n e q u a l i t i e s  

( 3 . 4 4 )  

Not  a l l  o f  t h e  i n e q u a l i t i e s  ( 3 . 4 4 )  m u s t  b e  v e r i f i e d  i n  a n a l y z i n g  
t h i s  s t a b i l i t y  s i n c e  a p a r t  o f  t h e m  a r e  c o v e r e d  b y  o t h e r  s t r o n g e r  
c o n d i t i o n s .  For e x a m p l e ,  i n  s a t i s f y i n g  t h e  c o n d i t i o n s  B 4  > 0 ,  B2 
> 0 a n d  R1 > 0 ,  t h e  i n e q u a l i t y  B 3  > 0 ,  e t c . ,  m u s t  b e  s a t i s f i e d  f i r s t .  
However  i f  e v e n  o n e  o f  t h e  i n e q u a l i t i e s  i s  n o t  s a t i s f i e d  t h i s  t h e n  
i n d i c a t e s  a n  i n s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  w h i c h  w r i t i n g  
a l l  t h e  c r i t e r i a  o f  s t a b i l i t y  i n  c e r t a i n  i n s t a n c e s  p e r m i t s  s i m p l i -  
f y i n g  t h e  p r o b l e m  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  c o n d i t i o n s  o f  l o s s  o f  s t a b i l i t y  
o f  m o t i o n .  The c o n d i t i o n s  o f  s t a b i l i t y  ( 3 . 4 4 )  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  
o f  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  t h e  a e r o d y n a m i c  a n d  i n e r t i a l  c h a r a c t e r -  
i s t i c s  of t h e  a i r c r a f t  a r e  c o m p l e x  a n d  i n  p r a c t i c e  may b e  u s e d  o n l y  
i n  m a k i n g  t h e  c a l c u l a t i o n s  on c o m p u t e r s .  One e x c e p t i o n  i s  t h e  
c r i t e r i o n  o f  a p e r i o d i c  s t a b i l i t y  B O  > 0 w h i c h  d e t e r m i n e s  t h e  s t a b i l i t y  
i n  many o f  t h e  c a s e s  t h a t  a r e  o f  p r a c t i c a l  i m p o r t a n c e  a n d  may b e  
o b t a i n e d  i n  a r a t h e r  s i m p l e  f o r m .  The c o n d i t i o n  Bo > 0 i s  a n a l o -  
g o u s  t o  t h e  c o n d i t i o n  o f  t h e  a p e r i o d i c  s t a b i l i t y  A0 > 0-which w a s  
g i v e n  i n  S e c t i o n  8 ,  
c o n v e r t e d  i n t o  i t  ( s e e  T a b l e  5 ) .  The i n e q u a l i t y  B o  > 0 a s  w e  know 
i s  a n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  o f  t h e  a p e r i o d i c  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  i n  t h e  v i c i n i t y  of t h e  s i n g u l a r  p o i n t .  From t h e  n e g a t i v i t y  
o f  t h e  f r e e  t e r m  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  Bo i t  f o l l o w s  t h a t  
t h e  s i n g u l a r  p o i n t  i s  a s a d d l e  t y p e ,  i . e . ,  t h e  p h a s e  t r a j e c t o r i e s  
d o  n o t  e n t e r  i n t o  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  a n d  t h e  s t a b l e  m o t i o n  i n  t h e  
v i c i n i t y  i s  n o t  r e a l i z e d .  

a n d  i n  s a t i s f y i n g  t h e  e q u a t i o n  C = m$ = 0 i s  

From t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 3 . 4 2 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  e x -  
p r e s s i o n  f o r  B o  c a n  b e  o b t a i n e d  i f  w e  e x p a n d  t h e  d e t e r m i n a n t  
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I n  d e t e r m i n a n t  ( 3 . 4 5 )  t h e  m i n o r  i s  s e t  o f f  b y  t h e  d o t t e d  l i n e  
by  t h e  u s e  o f  w h i c h  t h e  f r e e  t e r m  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  A 0  
i n  S e c t i o n  8 i s  c o m p u t e d  f o r  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  a 
s t e a d y  r o l l i n g  t u r n  w i t h  ox = c o n s t .  W i t h  t h e  d i r e c t  e x p a n s i o n  o f  
t h e  d e t e r m i n a n t  ( 3 . 4 5 ) ,  r a t h e r  c o m p l e x  e x p r e s s i o n s  a r e  o b t a i n e d .  
For s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  c o m p u t a t i o n s  l e t  u s  d o  t h e  f o l l o w i n g .  We 
c o n v e r t  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  t h e  e q u a t i o n  o f  e q u i l i b r i u m  o f  moments  
r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  o f  t h e  a i r c r a f t  OX1 t o  a s i n g l e -  
p a r a m e t e r  t y p e ,  a f t e r  w r i t i n g  i t  i n  t h e  f o r m  o f  a f u n c t i o n  of-one 
p a r a m e t e r  o f  m o t i o n  ( i n c r e a s i n g  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  ox). 
A f t e r  s u c h  a t r a n s f o r m a t i o n ,  i f  w e  s e t  t h i s  f u n c t i o n  i n t o  d e t e r m i n a n t  
( 3 . 4 5 )  i n s t e a d  o f  t h e  l a s t  l i n e  w e  w i l l  r e d u c e  i t  t o  a f o r m  w h i c h  
i s  c o n v e n i e n t  f o r  c o m p u t a t i o n .  L e t  u s  make t h e s e  c o m p u t a t i o n s  i n  
g r e a t e r  d e t a i l .  

We l o o k  a t  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  of a n  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  
t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  i n  t h e  v a r i a t i o n s  

L e t  u s  d i v i d e  i n  E q u a t i o n s  ( 3 . 4 6 )  t h e  t e r m s  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  
q u a s i s t a t i c  c h a n g e s  i n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n .  We c a n  e x p r e s s  
- for t h i s  p u r p o s e  a l l  t h e  p a r a m e t e r s  of t h e  d i s t u r b e d  m o t i o n  6 ,  w z ,  
w y  w h i c h  a r e  i n c l u d e d  i n  E q u a t i o n  ( 3 . 4 6 )  t h r o u g h  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  
v a l u e  wx. The  i n c r e m e n t s  o f  t h e  v a r i a b l e s  w h i c h  e n t e r  i n t o  ( 3 . 4 5 )  
c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  s e v e r a l  " q u a s i s t f i t i c "  c h a n g e s  c o n n e c t e d  
w i t h  t h e  c h a n g e  i n  t h e  v a l u e  o f  t h e  v a r i a t i o n  wx a n d  t h e  d y n a m i c  
c h a n g e s  w h i c h  d e p e n d  o n  t h e  d e r i v a t i v e s  of t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  

t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  8 ,  w y y  e t c . ,  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  
form : 

i n  t i m e .  For s m a l l  v a r i a t i o n s  o f  wx t h e  " q u a s i s t a t i c "  c h a n g e s  i n  /99 
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( 3 . 4 7 )  

e -  c 
The v a r i a b l e s  f3, wy a n d  w z  w o u l d  seem t o  d e s c r i b e  c h a n g e s  i n  

t h e  r e s p e c t i v e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  w i t h  i n f i n i t e l y  s l o w  c h a n g e  i n  
t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  by  a v a l u e  of W X .  The t o t a l  c h a n g e s  
i n  t h e  v a r i a b l e s  $ ,  w Y y  w z  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

( 3 . 4 8 )  

- - 
w h e r e  t h e  f u n c t i o n s  g g ,  g u y ,  g w z  d e s c r j - b ' e  t h e  " d y n a m i c "  c o m p o n e n t s  
o f  c h a n g e  o f  t h e s e  v a r i a b l e s  a n d  v a n i s h  i n  s t e a d y  m o t i o n .  If we 
s u b s t i t u t e  E x p r e s s i o n s  ( 3 . 4 7 )  a n d  ( 3 . 4 8 )  i n t o  E q u a t i o n  ( 3 . 4 6 )  a n d  
g r o u p  t h e  t e r m s  by  wx, we f i n d  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  c h a n g e  i n  t h e  
v a r i a t i o n  wx i n  t h e  f o r m  

- 
w h e r e  f(w,, . . . ) ,  a n a l o g o u s  t o  Si, d e s c r i b e s  t h e  d y n a m i c  c o m p o n e n t s  
of t h e  f u n c t i o n .  D i r e c t  v e r i f i c a t i o n  i s  e a s y  t o  o b t a i n  t h a t  t h e  
e x p r e s s i o n  i n  t h e  b r a c k e t s  i s  e q u a l  t o  t h e  d e r i v a t i v e  (aAix/aWx)wx 
= w X o  w i t h  t h e  r e v e r s e  s i g n .  From t h e  t r a n s f o r m a t i o n s  i t  f o l l o w s  
t h a t  t h e  f r e e  t e r m  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  o f  t h e  s y s t e m s  
of E q u a t i o n  ( 3 . 4 2 )  [ d e t e r m i n a n t  ( 3 . 4 5 ) ]  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

( 3 . 4 9 )  

9 0  



I l l  II 1111111 I I IIII 11111 1 1 1 1 ~ 1 1 1 1  

I 
I II I II I I I 11111111111111111111 I I I I 111 I I I I I I I I 

w h e r e  A 0  i s  t h e  d e t e r m i n a n t  f o r  t h e  f r e e  t e r m  o f  t h e  s y s t e m  o f  
E q u a t i o n s  ( 1 . 3 3 )  w h i c h  w e r e  s t u d i e d  i n  d e t a i l  i n  a n a l y z i n g  t h e  
s t a b i l i t y  o f  s t e a d y  rotation o f  a n  a i r c r a f t  a t  a c o n s t a n t  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y .  If w e  e x p a n d  t h e  d e t e r m i n a n t  ( 3 . 4 9 )  f r o m  t h e  
e l e m e n t s  o f  t h e  l a s t  l i n e  w e  f i n d  t h e  f i n a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  
f r e e  t e r m  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  B O  i n  t h e  f o r m  

( 3 . 5 0 )  

On t h e  b a s i s  o f  E q u a t i o n  ( 3 . 5 0 )  t h e  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  o f  t h e  
s t a b i l i t y  B O  2 0 may b e  w r i t t e n  i n  g r e a t e r  d e t a i l  i n  t h e  f o l l o w i n g  
f o r m  w h i c h  i s  c o n v e n i e n t  f o r  u s e .  The m o t i o n  i s  a p e r i o d i c a l l y  
s t a b l e  i f  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t i e s  a r e  s a t i s f i e d :  

dim, 
- dTx 4 0  when A,<(). 

( 3 . 5 1 )  

( 3 . 5 2 )  

S i n c e  t h e  c r i t e r i o n  i s  q u i t e  i m p o r t a n t ,  l e t  u s  look b r i e f l y  a t  
t h e  s e c o n d  m e t h o d  o f  o b t a i n i n g  i t .  W e  c a n  d e t e r m i n e  f r o m  t h e  s y s t e m  
o f  e q u a t i o n s  i n  v a r i a t i o n s  ( 3 . 4 2 )  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  v a l u e  o f  Aw, 
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s m a l l  i n c r e m e n t  o f  t h e  e x t e r n a l  r o l l i n g  moment 
(m,), w h i c h  w e  c a n  a d d  t o  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  t h e  l a s t  e q u a t i o n  
i n  s y s t e m  ( 3 . 4 2 ) .  L e t  u s  s e t  t h e  d e r i v a t i v e s  i n  E q u a t i o n s  ( 3 . 4 2 )  
e q u a l  t o  z e r o  a n d  s e e k  t h e  s o l u t i o n  f o r  hw, f r o m  t h e  g e n e r a l  r u l e s  
i n  t h e  f o r m  o f  a r a t i o  o f  d e t e r m i n a n t  ( 2 . 4 5 )  ( i n  w h i c h  t h e  e x t r e m e  
r i g h t - h a n d  c o l u m n  i s  s u b s t i t u t e d  'by t h e  c o l u m n  of z e r o s  i n  a l l  l i n e s  
o t h e r  t h a n  t h e  l a s t  o n e  w h e r e  t h e  v a l u e  Am, i s  f o u n d )  t o  t h e  f r e e  
t e r m  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  B O :  

I f  w e  e x p a n d  t h e  d e t e r m i n a n t  i n  E x p r e s s i o n  ( 3 . 5 3 )  w e  o b t a i n  

( 3 . 5 3 )  

/ l o o  

H e n c e ,  i f  w e  p r o c e e d  t o  t h e  l i m i t  a n d  d i r e c t  A;, a n d  Ai, t o w a r d  
z e r o  w e  f i n d  t h e  same  e x p r e s s i o n  f o r  B O ,  j u s t  a s  p r e v i o u s l y ,  i n  t h e  
f o r m  
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I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  o b t a i n e d  c r i t e r i a  o f  s t a b i l i t y  a r e  
p r e c i s e  a n d  n o t  a p p r o x i m a t e  a n d  may b e  v e r i f i e d  by  d i r e c t  c o m p u t a -  
t i o n .  

I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  i n e q u a l i t i e s  ( 3 . 5 1 )  a n d  ( 3 . 5 2 )  a r e  a /lo1 
g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  c o n d i t i o n  o f  a p e r i o d i c  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  
a n  a i r c r a f t  o b t a i n e d  i n  S e c t i o n  8 d u r i n g  t h e  s t e a d y  r o t a t i o n  r e l a -  
t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s .  I n  f a c t ,  i n  o r d e r  t h a t  t h e  m o t i o n  o f  
t h e  a i r c r a f t  a t  a c o n s t a n t  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  b e  s t a b l e ,  i t  
i s  n e c e s s a r y  t h a t  i n  t h e  e q u a t i o n  o f  e q u i l i b r i u m  o f  moments  r e l a t i v e  
t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s ,  

( 3 . 5 4 )  

t h a t  t h e  v a l u e  o f  e x  b e  n e g a t i v e .  

- From - E q u a t i o n  ( 3 . 5 4 )  we f i n d  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  d e r i v a t i v e  
a Amx/ a wZ : 

( 3 . 5 5 )  

From E x p r e s s i o n  ( 3 . 5 5 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  d e r i v a t i v e  d o e s  n o t  
d e p e n d  on t h e  s i z e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  a n d  i s  a l w a y s  
p o s i t i v e .  I n  t h i s  c a s e  f r o m  E x p r e s s i o n s  ( 3 . 5 1 )  a n d  ( 3 . 5 2 )  w e  f i n d  
t h e  c o n d i t i o n  o f  s t a b i l i t y  i n  t h e  f o r m  

w h i c h  a g r e e s  w i t h  t h e  c r i t e r i o n  of a p e r i o d i c  i n s t a b i l i t y  g i v e n  i n  
S e c t i o n  8 .  

The i n e q u a l i t y  B O  1. 0 a n d  c o n d i t i o n s  ( 3 . 5 1 )  a n d  ( 3 . 5 2 )  a r e  
n e c e s s a r y  b u t  n o t  s u f f i c i e n t  c r i t e r i a  of s t a b i l i t y .  T h i s  m e a n s  
t h a t  f o r  t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t  t h e i r  s a t i s f a c t i o n  i s  n e c e s s a r y ;  h o w e v e r ,  i t  i s  i n s u f f i c i e n t  
f o r  p r o o f  o f  t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n .  From t h e  i n e q u a l i t y  B O  0 
it f o l l o w s  o n l y  t h a t  i n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  t h e r e  is n o  odd 
number  o f  r e a l  p o s i t i v e  r o o t s .  H o w e v e r ,  w e  c a n  n o t  e x c l u d e  t h e  
p o s s i b i l i t y  o f  t h e  p r e s e n c e  o f  a n  e v e n  number  o f  p o s i t i v e  r e a l  r o o t s  
or a n y  number  o f  c o m p l e x  c o n j u g a t e  r o o t s  w i t h  a p o s i t i v e  r e a l  p a r t .  
U s u a l l y  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  E q u a t i o n  ( 3 . 4 3 )  h a s  n o  m o r e  t h a n  o n e  
p o s i t i v e  r o o t  w i t h  r e s p e c t  t o  w h i c h  t h e  c r i t e r i a  o f  s t a b i l i t y  ( 3 . 5 1 )  
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a n d  ( 3 . 5 2 )  p e r m i t  d e t e r m i n i n g  t h e  a p e r i o d i c  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  
a n  a i r c r a f t  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t ,  i . e . ,  t h e  i s o -  
l a t i o n  o f  s a d d l e - t y p e  s i n g u l a r  p o i n t s .  

The c r i t e r i o n  o f  a p e r i o d i c  i n s t a b i l i t y  g i v e n  p e r m i t s  f i n d i n g  
a r a t h e r  i m p o r t a n t  t y p e  o f  s i n g u l a r  p o i n t  q u i t e  e a s i l y ,  i . e . ,  t h e  
s a d d l e - t y p e  s i n g u l a r  p o i n t s  w h i c h  i n  a l a r g e  number  o f  i n s t a n c e s  
d i v i d e  t h e  r e g i o n s  o f  a t t r a c t i o n  o f  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  " f o c u s "  t y p e .  
The o t h e r  c r i t e r i a  o f  s t a b i l i t y  ( 3 . 4 4 )  c a n n o t  b e  s i m p l i f i e d .  

L e t  u s  l o o k  b r i e f l y  a t  s e v e r a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  
a n d  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  E q u a t i o n  ( 3 . 4 3 ) .  L e t  u s  l o o k  a t  
t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  f r e e  t e r m e o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  i n  t h e  / l o 2  
v i c i n i t y  o f  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s .  I n  a n a l y z i n g  
t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  wx = c o n s t  we f o u n d  t h a t  t h e  f r e e  
t e r m  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  v a n i s h e s  a n d  t h e n  c h a n g e s  s i g n  
w i t h  t r a n s i t i o n  t h r o c  h t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s .  
I n  t h e  g e n e r a l  c a s e  mj # 0 t h e  c h a n g e s  i n  B o  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  
c r i t i c a l  v e l o c i t i e s  may b e  s t u d i e d  e n  t h e  f o l l o w i n g  w a y .  I t  i s  
e a s y  t o  show t h a t  t h e  f u n c t i o n  Am,(w,) c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

( 3 . 5 6 )  

w h e r e  t h e  f u n c t i o n  G(Ex) h a s  n o  z e r o s  c o r r e s p o n d i n g  w i t h  t h e  z e r o s  
Ao(Lx). 

- - 
By d i f f e r e n t i a t i n g  t h e  f u n c t i o n  Am, o v e r  w,, we f i n d  

L e t  u s  s u b s t i t u t e  E x p r e s s i o n  ( 3 . 5 7 )  i n t o  t h e  f o r m u l a  f o r  B O :  

( 3 . 5 8 )  

Wi th  t r a n s i t i o n  t h r o u g h  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t y  t h e  
v a l u e  A0 v a n i s h e s  a n d  t h e  d e r i v a t i v e  aAg/awx i s  n o n - z e r o .  Hence  
i t  f o l l o w s  t h a t  a t  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s ,  B O  h a s  a- 
t e r m i n a l  o f  f i r s t  o r d e r ,  ? . e . ,  i n  t h e  a p p r o a c h  o f  t h e  p a r a m e t e r  ux 
t o  t h e  c r i t i c a l  v a l u e s ,  t h e  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  
b e g i n  t o  g r o w  w i t h o u t  l i m i t  a n d  w i t h  p a s s a g e  t h r o u g h  t h e  c r i t i c a l  
a n g u l a r  v e l o c i t y  a t  l e a s t  o n e  r o o t  u n d e r g o e s  d i s r u p t i o n  a n d  c h a n g e s  
s i g n .  

9 3  
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From T a b l e  5 i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t  B q  o f  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c  E q u a t i o n  (3:43) d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  s i g n  o f  t h e  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  wz. On t h e  o t h e r  h a n d ,  i t  i s  known t h a t  
t h e  sum o f  t h e  r e a l  p a r t s  o f  a i l  r o o t s  i s  e q u a l  t o  t h i s  c o e f f i c i e n t ,  
1 . e .  , 

( 3 . 5 9 )  

T h u s ,  f r o m  E q u a t i o n  ( 3 . 5 9 )  i t  f o l l o w s  t h a t  i f  t h e  r e a l  p a r t  o f  
e v e n  o n e  o f  t h e  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  b e g i n s  t o  g r o w ,  
i n  p a r t i c u l a r  i f  i t  t e n d s  t o  a n  i n f i n i t e l y  l a r g e  v a l u e  t h e n  t h e r e  
i s  a l w a y s  a r o o t  w h o s e  r e a l  p a r t  t e n d s  t o  i n f i n i t e l y  l a r g e  v a l u e s  
o f  t h e  o p p o s i t e  s i g n .  

1 5 .  I n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  M o t i o n  o f  an  A i r c r a f t  i n  P h a s e  S p a c e .  / i o 3  
T y p e s  o f  R o l l i n g  M a n e u v e r s  w i t h  t h e  S i m u l t a n e o u s  C o n t r o l  

by A i l e r o n s  a n d  E l e v a t o r  

L e t  u s  p r o c e e d  t o  a n  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  p o s s i b l e  t y p e s  o f  
c o n t r o l l e d  s p a t i a l  m o t i o n  of a n  a i r c r a f t .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  
t h e  m o s t  g e n e r a l  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  s p a t i a l  m o t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t  by  u s i n g  t h e  m e t h o d s  of t h e  q u a l i t a t i v e  t h e o r y  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n s .  H o w e v e r ,  i n  s u c h  case  w e  m u s t  i n t r o d u c e  l i m i t a t i o n s  t o  
t h e  p o s s i b l e  t y p e s  o f  c o n t r o l  d e f 1 e c t i o n . s .  I n  f a c t ,  i n  o r d e r  t h a t  
t h e  m o t i o n  b e  a n a l y z e d  i n  p h a s e  s p a c e  i t  i s  e s s e n t i a l  t h a t  t h e  
s y s t e m  of  e q u a t i o n s  o f  mo-t ion b e  a u t o n o m o u s ,  ; . e . ,  t h a t  t h e y  d o  n o t  
c o n t a i n  v a r i a b l e s  o f  t i m e  p a r a m e t e r s .  One e x c e p t i o n  i n v o l v e s  
i n t e r m i t t e n t  - g r a d u a l  c h a n g e s  i n  w h i c h  ca se  a t  t h e  moment o f  a 
s u d d e n  c h a n g e  i n  p a r a m e t e r s  t h e  p h a s e  p i c t u r e  o f  t h e  m o t i o n  i s  
a l s o  c h a n g e d  r e s p e c t i v e l y .  Wi th  r e s p e c t  t o  t h e  comment s  b e l o w  w e  
w i l l  l o o k  a t  t h e  m a n e u v e r s  o f  a n  a i r c r a f t  w h i c h  a r e  c a r r i e d  o u t  
w i t h  t h e  s i m u l t a n e o u s  g r a d u a l  d e f l e c t i o n  o f  c o n t r o l s  i n  v a r i o u s  
c o m b i n a t i o n s .  T h i s  s o m e w h a t  l i m i t s  t h e  r e g i o n  of a p p l i c a b i l i t y  
o f  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  s i n c e  t h e  l i m i t a t i o n  i n  s p e e d  o f  d e f l e c t i o n s  
o f  t h e  c o n t r o l s  i s  n o t  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  H o w e v e r ,  t h e  s o l u t i o n s  
t h u s  f o u n d  p e r m i t  o b t a i n i n g  a q u a l i t a t i v e  c o n c e p t  a s  t o  t h e  d y n a m i c  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a n  a i r c r a f t  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e .  

B o t h  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  a n d  t h e  s t e a d y  v a l u e s  o f  t h e  
p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  v a l u e s  
o f  t h e  c o n t r o l  d e f l e c t i o n .  I n  s u c h  c a s e ,  e a c h  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  
g r a d u a l  c o n t r o l  d e f l e c t i o n  ( 6 a y  6 , ,  6,)  i s  r e p r e s e n t e d  b y  a g i v e n  
s y s t e m  o f  s i n g u l a r  - p o i n t s  - i n  p h a s e  s p a c e  o f  t h e  p a r a m e t e r s  of 
m o t i o n  ( a ,  8 ,  gx, w y ,  w,) a n d  t h e  v a l u e s  o f  t h e s e  p a r a m e t e r s  ( a o ,  
B ~ ,  w x 0 ,  u y 0 ,  u z 0 )  a t  t h e  moment o f  t i m e  p r e c e d i n g  d e f l e c t i o n  o f  
t h e  c o n t r o l s  a r e  t h e  i n i t i a l  o n e s .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  m o t i o n  
o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  t h e  s i m u l t a n e o u s  g r a d u a l  d e f l e c t i o n  o f  t h e  
c o n t r o l s  c a n  b e  s t u d i e d  i n  p h a s e  s p a c e  b y  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h a t  
w i t h  e a c h  new d e f l e c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l s ,  t h e  p h a s e  p i c t u r e  a n d  t h e  
p o s i t i o n  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  v a r y .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  i n i t i a l  
p o s i t i o n  o f  t h e  f i g u r a t i v e  p o i n t  i n  p h a s e  s p a c e  d e p e n d s  o n  t h e  

- 
- - 
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i n t e r v a l  o f  t i m e  b e t w e e n  t h e  moments  of t h e  c o n t r o l  d e f l e c t i o n s .  

I n  t h e  p r e s e n t  s e c t i o n  w e  a n a l y z e  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  number  
a n d  t y p e  o f  s i n g u l a r  p o i n t s  o n  t h e  v a l u e s  of t h e  a i l e r o n  a n d  e l e v a t o r  
d e f l e c t i o n s  a n d  b r i e f l y  l o o k  a t  t h e  m o t i o n  i n  t h e  s m a l l  v i c i n i t y  o f  
e a c h  s i n g u l a r  p o i n t .  C o n t r o l  o f  t h e  a i r c r a f t  u s i n g  a i l e r o n s  a n d  
r u d d e r  w i l l  b e  l o o k e d  a t  s e p a r a t e l y .  W i t h  r e s p e c t  t o  t h i s ,  i n  t h e  
a n a l y s i s  w e  c a n  l i m i t  o u r s e l v e s  t o  t . h r e e  b a s i c  p a r a m e t e r s  ( 6 a y  " 0  
a n d  A a b ) ,  w h i c h  c h a r a c t e r i z e  t h e  c o n t r o l  o f  a n  a i r c r a f t  on w h i c h  t h e  
i n t e r r e l a t i o n s h i p  of  t h e  l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  m o t i o n s  d e p e n d  
w i t h  t h e  s i m u l t a n e o u s  c o n t r o l  o f  p i t c h i n g  a n d  r o l l i n g .  

The m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  /lo4 
p o i n t  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  ( 3 . 4 2 )  
g i v e n  i n  S e c t i o n  1 4 .  The b a s i c  m e t h o d  of a n a l y z i n g  t h e  q u a l i t a t i v e  
p i c t u r e  o f  t h e  m o t i o n  w i l l  b e  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  t y p e  o f  
s i n g u l a r  p o i n t  a n d  f i n d i n g  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  r o o t s  of  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  o f  t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 3 . 4 2 )  on t h e  
v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  a t  a l l  s i n g u l a r  p o i n t s .  

I n  S e c t i o n  11 w e  i n t r o d u c e d  a d e f i n i t i o n  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  
o n  w h i c h  a r e  b a s e d  t h e  " s p a t i a l  f o c u s "  a n d  t h e  " s p a t i a l  s a d d l e " .  
T h e s e  t y p e s  o f  s i n g u l a r  p o i n t s  c o r r e s p o n d  t o  t h e  t w o  c h a r a c t e r i s t i c  
t y p e s  o f  m o t i o n .  I f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  i s  a f o c u s ,  t h e  p h a s e  
t r a j e c t o r y  e i t h e r  " i s  wound" on i t ,  or i s  "unwound" a s  a f u n c t i o n  
o f  w h e t h e r  a l l  t h e  r e a l  p a r t s  o f  t h e  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
e q u a t i o n  a r e  n e g a t i v e  or i f  t h e r e  a r e  p o s i t i v e  r e a l  p a r t s  o f  t h e  
c o m p l e x - c o n j u g a t e  r o o t s .  I n  t h e  c a s e  when t h e  s i n g u l a r  p o i n t  i s  
a s p a t i a l  s a d d l e ,  t h e  p h a s e  t r a j e c t o r y  a p p r o a c h e s  i t  a t  a c e r t a i n  
m i n i m a l  d i s t a n c e  a f t e r  w h i c h  i t  r e m a i n s  a t  t h a t  p o i n t .  One e x -  
c e p t i o n  c o n s i s t s  o f  t h e  p h a s e  t r a j e c t o r i e s  w h i c h  l i e  on t h e  
s e p a r a t r i x  s u r f a c e s  t h a t  p a s s  t h r o u g h  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  " s a d d l e "  
t y p e .  I t  i s  n o t e d  i n  S e c t i o n  11 t h a t  t h e  s e p a r a t r i x  s u r f a c e s  d e -  
f i n e d  i n  t h e  p h a s e  s p a c e  r e g i o n s  w i t h  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  p h a s e  
p i c t u r e s  i n  p a r t i c u l a r  d e f i n e  t h e  r e g i o n s  o f  a t t r a c t i o n  o f  t h e  
s i n g u l a r  p o i n t  o f  " f o c u s "  t y p e .  Wi th  r e s p e c t  t o  t h i s  t h e  d e t e r -  
m i n a t i o n  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  t h e  " s p a t i a l - s a d d l e ' '  t y p e  i s  
o f  s p e c i a l  i n t e r e s t .  The c r i t e r i o n  w h i c h  p e r m i t s  d e f i n i n g  s a d d l e -  
t y p e  s i n g u l a r  p o i n t s  was g i v e n  i n  S e c t i o n  1 4  a n d  i n c l u d e s  t h e  f a c t  
t h a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  i s  a s a d d l e  i f  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y  i s  
s a t i s f i e d :  

( 3 . 6 0 )  

B e f o r e  w e  p r o c e e d  t o  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t ,  
l e t  u s  l o o k  a t  t h e  s p e c i f i c  ca se  when mB = C = 0 .  I n  t h i s  c a s e  
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t h e  c r i t e r i o n  f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  a s a d d l e - t y p e  s i n g u l a r  p o i n t  
( 3 . 6 0 )  i s  s i m p l i f i e d  ( s e e  S e c t i o n  1 4 )  t o  t h e  f o r m  A .  < 0 .  

- -  
On F i g u r e  3 . 1 6  i s  c o n s t r u c t e d  t h e  f u n c t i o n  Am,(w,) f o r  t h i s  

c a s e  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d e p e n d e n c e  of t h e  r o o t  o f  t h e  c h a r a c t e r -  
i s t i c  e q u a t i o n  on t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  %. From F i g u r e  
3 . 1 6  it f o l l o w s  t h a t  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  Am, a n d  t h e  p a r a m e t e r s  
o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  a u n i q u e  o n e  a n d  d o e s  n o t  d e p e n d  on 
t h e  p i t c h i n g  m o t i o n  of t h e  a i r c r a f t  ( a o ,  A a b ) .  I n  t h i s  ca se  t h e  
m o t i o n  o u t s i d e  t h e  r a n g e  o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  i s  
s t a b l e  a n d  i n  t h e  r a n g e  b e t w e e n  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  
t h e r e  e x i s t  s a d d l e - t y p e  s i n g u l a r  p o i n t s  a n d  t h e  m o t i o n  f o r  t h e  
e n t i r e  p a r a m e t e r s  o t h e r  t h a n  wx i s  u n s t a b l e .  

The d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  a r e  d e s c r i b e d  / l o 5  
much m o r e  c o m p l e x l y  when rng # 0 .  
i n  p h a s e  s p a c e  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  d e p e n d s  on t h e  p a r a m e t e r s  o f  
t h e  l o n g i t u d i n a l  m o t i o n  w h i c h  i s  a s s o c i a t e d  p a r t i c u - l a r l y  w i t h  t h e  
i n c r e a s i n g  c o m p l e x i t y  of t h e  t y p e  of  f u n c t i o n  Am,(w,) t h a t  was 
a n a l y z e d  i n  S e c t i o n  1 3 .  

I n  t h i s  c a s e  t h e  t y p e  o f  d i v i s i o n  

9 

F i g .  3 . 1 6 .  

Below w e  s h a l l  l o o k  a t  t h e  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  s p a t i a l  m a n e u v e r s  
o f  a n  a i r c r a f t .  A s  t h e  t y p e  o f  s p a t i a l  m a n e u v e r  w e  mean t h e  p o s s i b l e  
t y p e s  o f  p h a s e  p i c t u r e s  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  a f i x e d  c o m b i n a t i o n  o f  , 
d e f l e c t i o n s  o f  t h e  a i r c r a f t  c o n t r o l s  f o r  p i t c h i n g  ( i n  t h e  g e n e r a l  
c a s e  f o r  p i t c h i n g  a n d  y a w i n g )  f o r  a l l  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  d e f l e c -  
t i o n s  o f  t h e  a i l e r o n s .  I n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h i s  t h e  t y p e s  o f  s p a t i a l  
m a n e u v e r s  a r e  d e t e r m i n e d  by  t h e  p i t c h i n g  c o n t r o l  o f  t h e  a i r c r a f t  
a n d  t h e  s p e c i f i c  r e a l i z a t i o n  of t h e  m o t i o n  e v e n  now d e p e n d s  o n  t h e  
s i z e  o f  t h e  a i l e r o n  d e f l e c t i o n .  I n  S e c t i o n  1 3  w e  l o o k e d  a t  t h e  
f i r s t  p a r t  of t h i s  p r o b l e m ,  i . e . ,  w e  f o u n d  t h e  b a s i c  t y p e s  o f  t h e  
d e p e n d e n c e  o f  t h e  r e q u i r e d  v a l u e s  o f  t h e  a i l e r o n  d e f l e c t i o n s  o n  
t h e  p a r a m e t e r s  o f  c o n t r o l  o f  t h e  a i r c r a f t  f o r  p i t c h i n g ,  ; . e . ,  t h e  
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I' 

- -  
t y p e s  o f  t h e  f u n c t i o n  Amx(@,, a ~ ,  A a b ) .  

- -  
The f u n c t i o n  Am,(@,, a ~ ,  Aab) t o  a l a r g e  d e g r e e  d e t e r m i n e s  t h e  

t y p e  o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t ,  p a r t i c u l a r l y  t h e  c o n d i t i o n  o f  i t s  
a p e r i o d i c  s t a b i l i t y  ( s e e  S e c t i o n  1 4 ) .  I n  t h i s  r e s p e c t  for t h e  
b a s i s  o f  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  p h a s e  p i c t u r e s  i n  t h e  s p a c e  o f  t h e  
p a r a m e t e r s - o f - m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t ,  we t a k e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
f u n c t i o n  Om,(@,, c10 ,  Aub) a n d  for e a c h  t y p e  o f  s u c h  f u n c t i o n  ( t y p e  
of m a n e u v e r )  w e  f i n d  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  number  a n d  t y p e  o f  
s i n g u l a r  p o i n t s  on t h e  s i z e  o f  t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  a n d  /lo6 
a n a l y z e  t h e  c o n d i t i o n  o f  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  
of t h e  o b t a i n e d  s i n g u l a r  p o i n t s .  

Type  B R o l l i n g  
M a n e u v e r  

D e f i n i t i o n s  

0 S t a b l e  s p a t i a l  
f o c a l  p o i n t .  

o U n s t a b l e  s p a t i a l  
f o c a l  p o i n t .  

a S p a t i a l  s a d d l e  
p o i n t .  

F i g .  3 . 1 7  

L e t  u s  n o t e  s e v e r a l  g e n e r a l  r u l e s  f o r  l o c a t i o n  o f  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t s  i n  p h a s e  s p a c e .  We c a n  show t h a t  i f  Jy = J , ( C  = O), t h e n  
t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  f o c u s  t y p e  a l t e r n a t e  w i t h  t h e  c h a n g e  i n  t h e  
p a r a m e t e r  wx w i t h  s a d d l e - t y p e  s i n g u l a r  p o i n t s .  I n  f a c t ,  Ln t h i s  
c a s e  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  d i s r g p t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  Am,(w,) i s  
s u c h  t h a t  t h e  d e r i v a t i v e  am,/aw,, i n  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  c r i t i c a l  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s ,  d o e s  n o t  c h a n g e  s i g n  b u t  t h e  v a l u e  
A g ( w x )  d o e s .  On - -  t h e  o t h e r  h a n d ,  i n  t h e  r e g i o n s  o f - c o n t i n u o u s  c h a n g e  
o f  t h e  f u n c t i o n  Am,(w,) i t  i s  o b v i o u s  t h a t  i f  AGx(wx) a s s u m e s  
i d e n t i c a l - v a l u e s  f o r  t w o  d i f f e r e n t  s i z e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  wx b e t w e e n  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  d u e  t o  t h e  c o n t i n u o u s -  
n e s s  o f  t h e  f u n c t i o n  t h e  d e r i v a t i v e  c h a n g e s  s i g n .  H e n c e ,  by  t a k i n g  
i n t o  a c c o u n t  c r i t e r i o n  ( 3 . 5 1 )  we f i n d  t h a t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  
f o c u s  a n d  s a d d l e - t y p e  d o  i n  f a c t  a l t e r n a t e  f o r  t h e  p a r a m e t e r  LO,. 

T h i s  p r o p e r t y  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  i n  t h e  v i c i n i t i e s  o f  t h e  c r i t i c a l  
a n g u l a r  v e l o c i t i e s  i s  d i s r u p t e d .  I n  f a c t  when C # 0 ,  w i t h  p a s s a g e  
t h r o u g h  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  v e l o c i t y ,  Am,(@,) t e n d s  t o  i n f i n i t y  
b u t  d o e s  n o t  c h a n g e  s i g n  t h u s  i n d i c a t i n g  t h e  s i m u l t a n e o u s  c h a n g e  
i n  t h e  s i g n  o f  t h e  d e r i v a t i v e  am, /aw,  a n d  A (;,I. A c c o r d i n g  t o  
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c r i t e r i o n  ( 3 . 6 0 )  i n  t h i s  ca se  t h e  t y p e  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t ,  b o t h  
w i t h  s m a l l e r  t h a n  c r i t i c a l  a n d  l a r g e r  t h a n  c r i t i c a l  a n g u l a r  v e l o c -  
i t i e s ,  i s  n o t  c h a n g e d .  L e t  u s  n o t e  t h a t  a l l  t h e  r e m a i n i n g  p a r a m e t e r s  
o f  m o t i o n ,  w i t h  p a s s a g e  t h r o u g h  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  / l o 7  
c h a n g e  s i g n ,  : . e . ,  s u c h  s i n g u l a r  p o i n t s  seem t o  b e  a r r a n g e d  " a n t i -  
s y m m e t r i c a l l y "  i n  p h a s e  s p a c e  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  Ow,. When t h e  
c o e f f i c i e n t  C t e n d s  t o w a r d  z e r o ,  t h e s e  p a i r s  o f  s i n g u l a r  p o i n t s  i n  
t h e  v i c i n i t i e s  o f  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  f o r  a l l  
o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o t h e r  t h a n  wx r e m a i n  a d i s t a n c e  a p a r t  
f r o m  o n e  a n o t h e r  a n d  a t  t h e  l i m i t  g o  t o  i n f i n i t y .  

L e t  u s  p r o c e e d  t o  a n  a n l y s i s  o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p o s s i b l e  
t y p e s  o f  s p a t i a l  m a n e u v e r s  of a n  a i r c r a f t  o n  a n  e x a m p l e  o f  t y p e s  
B ,  C, D a n d  E w h i c h  a r e  o f  t h e  m o s t  p r a c t i c a l  i n t e r e s t  ( s e e  S e c t i o n  
1 3 ) .  

S i n c e  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  
t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  i s  o f  b a s i c  
t h e o r e t i c a l  i n t e r e s t  t h e n  i n  a l l  c o m p u t a t i o n s  w e  a s s u m e  t h a t  C = 0 .  
A s  n o t e d  i n  S e c t i o n  1 3 ,  s u c h  a n  a s s u m p t i o n  l e a d s  t o  e r r o r s  o n l y  i n  
a n a l y z i n g  m o t i o n  i n  q u i t e  s m a l l  v i c i n i t i e s  o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  
v e l o c i t i e s .  H o w e v e r ,  t h e  number  o f  p o s s i b l e  t y p e s  o f  m a n e u v e r s  
w h i c h  a r e  n e c e s s a r y  for a n a l y s i s  a r e  c o n s i d e r a b l y  d e c r e a s e d .  

T y p e  B R o l l i n g  M a n e u v e r s  
- -  

The f u n c t i o n  Amx(wx) for t h e  e n t i r e  r a n g e  o f  c h a n g e s  i n  t h e  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  

- 00 <.?, < cy) (3.61) 

i s  shown o n  F i g u r e  3 . 1 7 .  G r a p h s  o f  t h e  r e g i o n s  o f  v a l u e s  o f  t h e  
p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  - -  i n  t h e  l o n g i t u d i n a l  p l a n e  ( a o ,  n a b ) ,  for w h i c h  
t h e  f u n c t i o n  Amx(wx) h a s  s u c h  a s h a p e ,  a r e  p l o t t e d  on F i g u r e  3 . 1 8 .  
For t h i s  t y p e  o f  r o l l i n g  m a n e u v e r  t h e  i n i t i a l  o n e  i s  f l i g h t  when 
t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  l o c a t e d  u n d e r  t h e  v e l o c -  
i t y  v e c t o r .  I n  t h i s  c a s e ,  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  v a l u e  o f  t h e  a i l e r -  
o n  d e f l e c t i o n ,  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  w i l l  b e  d i f f e r e n t .  

From F i g u r e  3 . 1 7  i t  f o l l o w s  t h a t  e a c h  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  Gx i s  r e p r e s e n t e d  u n i q u e l y  by  a c e r t a i n  v a l u e  o f  
t h e  a i l e r o n  d e f l e c t i o n  ( t h e  q u a n t i t y  A m , ) .  W i t h  r e s p e c t  t o  t h i s ,  
a s  a n  e x a m p l e  o f  t h e  b a s i c  p a r a m e t e r ,  w e  c a n  l o o k  a t  t h e  v a l u e  o f  
t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  wx. 

On F i g u r e  3 . 1 9  a r e  g i v e n  g r a p h s  o f  t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  t h e  
r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c - E q u a t i o n  ( 3 . 4 3 )  p l o t t e d  f o r  t h e  ca se  o f  
m o t i o n  u n d e r  a n a l y s i s  when ux > 0 .  The t r a j e c t o r i e s  o f  t h e  r o o t s  
- f o r  wx < 0 a r e  o b t a i n e d  a s  a m i r r o r  r e f l e c t i o n  o f  t h e  s e m i p l a n e  
w x  > 0 .  

9 8  



From t h e  v e r y  m e t h o d  o f  f i n d i n g  t h e  r o o t s ,  u s i n g  t h e  c h a r a c t e r -  
i s t i c  E q u a t i o n  ( 3 . 4 3 ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e y  d e s c r i b e  t h e  d y n a m i c  
p r o p e r t i e s  o f  m o t i o n  i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  t h e  r e s p e c t i v e  
- s i n g u l a r  p o i n t  t h a t  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  
w,. W i t h  t h e  h e l p  o f  F i g u r e  3 . 1 9  for a g i v e n  d e f l e c t i o n  o f  t h e  /10 8 
a i l e r o n s  w e  c a n  f i n d  t h e  v a l u e s  o f  wx f o r  w h i c h  t h e  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  i s  p o s s i b l e  a n d  c o n s e q u e n t l y  a l l  s i n g u l a r  p o i n t s  i n  t h e  
v a l u e s  o f  t h e  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  on w h i c h  d e p e n d  
t h e  m o t i o n  i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  t h i s  s i n g u l a r  p o i n t  w h e r e  
t h e  l i n e a r i z e d  E q u a t i o n s  ( 3 . 4 2 )  a r e  v a l i d .  F o r  a t y p e  B m a n e u v e r ,  

w e  c a n  d e f i n e  t h r e e  b a s i c  r e g i o n s  
o f - v a l u e s  o f  t h e  l a t e r a l  moment 
(Am,), l o c a t e d  s y m m e t r i c a l l y  r e l a -  
t i v e  t o  t h e  a x i s  Am, = 0 ,  w h i c h  
d i f f e r s  i n  t h e  n u m b e r  a n d  t y p e  o f  
s i n g u l a r  p o i n t s  a n d  c o r r e s p o n d s  t o  
t h e  d i f f e r e n t  c h a r a c t e r  o f  t h e  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  c o n t r o l  
b y  t h e  a i l e r o n s .  L e t  u s  l o o k  a t  
t h e s e  r e g i o n s  i n  m o r e  d e t a i l .  

b 

The c o n v e n t i o n a l  d e f i n i t i o n s  
o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  a r e  g i v e n  
i n  F i g u r e  3 . 1 7 .  

F i r s t  r e g i o n  

F i g .  3 . 1 8  ( 3 . 6 2 )  

I n  t h i s  r a n g e  o f  a i l e r o n  d e f l e c t i o n s  ( t h e  v a l u e s  o f  t h e  c o n -  
t r o l l i n g  moment ,  a c t i n g  r e l a t i v e .  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s )  t h e r e  
a r e  f i v e  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  w h i c h  t h r e e  a r e  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  
s t a b l e - f o c u s  t y p e  a n d  t w o  o f  s a d d l e - t y p e  a n d  t h r e e  r e g i o n s  o f  s t a b l e -  
f o c u s  t y p e  a n d  t w o  o f  s a d d l e - t y p e  a n d  t h r e e  r e g i o n s  o f  s t a b l e  m o t i o n  
r e l a t i v e  t o  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  a, b ,  a n d  e w h i c h  a r e  d e f i n e d  by  
s a d d l e - t y p e  s i n g u l a r  p o i n t s  ( s e e  F i g .  3 . 1 7 ) .  What-kind o f  a i r c r a f t  
m o t i o n  f o r  e a c h  v a l u e  o f  t h e  a i l e r o n  d e f l e c t i o n  (Am,) f r o m  t h e  i n -  
t e r v a l  ( 3 . 6 2 )  w i l l  i n  f a c t  b e  r e a l i z e d  d e p e n d s  o n  t h e  i n i t i a l  c o n -  
d i t i o n s  d u r i n g  t h e  m a n e u v e r .  I n  t h i s  c a s e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e -  
t e r s - o f  m o t i o n ,  p a r t i c u l a r l y  t h e  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c -  
i t y  w, i n  t h e  s t e a d y  s y s t e m  w i l l  b e  d i f f e r e n t  ( s e e  F i g .  3 . 1 7 ) .  For 
e x a m p l e ,  i n  c a r r y i n g  o u t  a r o l l i n g  m a n e u v e r  f r o m  t h e  c o n d i t i o n s  o f  / l o 9  
f l i g h t  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  b a s e d  on t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  
o f  m o t i o n ,  t h e  p o i n t  o f  " a t t r a c t i o n "  f o r  t h e  s o l u t i o n  i s  t h e  s i n g u -  
l a r  p o i n t  a l .  The  c h a r a c t e r  of  t h e  d y n a m i c  p r o p e r t i e s  o f  m o t i o n  i n  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h i s  s i n g u l a r  p o i n t  may b e  e s t i m a t e d  a c c o r d i n g  t o  
t h e  v a l u e s  of  t h e  r o o t s  of  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  g i v e n  on 
F i g u r e  3 . 1 9 .  F o r  o t h e r  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  t h e  p o i n t s  o f  " a t t r a c t i o n "  
o f  t h e  s o l u t i o n  may b e  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  el a n d  b l .  I n  p r a c t i c e ,  
m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  a l l  t h r e e  s t a b l e  s i n g u l a r  p o i n t s  i s  r e a l -  
i z e d .  A s  n o t e d  a b o v e ,  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  of  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  
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b l  i s  r e a l i z e d  i n  t h a t  c a se  when t h e  g r a d u a l  d e f l e c t i o n  o f  t h e  
a i l e r o n s  i s  a c c o m p l i s h e d  u n d e r  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  b a s e d  on t h e  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  u, a n d  t h e  r e m a i n i n g  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n .  
I n  c a r r y i n g  o u t  a r o l l i n g  m a n e u v e r  by  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  by  
a v a l u e  w h i c h  l i e s  i n  r e g i o n  11, t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  
a c c o m p l i s h e d  i n  t h e  v i c i n i t y  o f - t h e  s i n g u l a r  p o i n t  b 2 .  C h a n g e  u n d e r  
t h e s e  c o n d i t i o n s  o f  t h e  v a l u e  Am, u p  t o  v a l u e s  f r o m  r e g i o n  I c r e a t e s  
c o n d i t i o n s  f o r  r e a l i z i n g  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t  b l .  U n d e r  a n a l o g o u s  c o n d i t i o n s  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  
r e a l i z e d  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  el; o n l y  f o r  t h i s  i s  
t h e  i n i t i a L  a p p l i c a t i o n  t o  t h e  a i r c r a f t  o f  a n e g a t i v e  c o n t r o l  moment 
o f  roll ( A m , )  n e c e s s a r y  f r o m  r e g i o n  11. From F i g u r e  3 . 1 7 ,  i t  i s  
c l e a r  t h a t  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  t y p e  
b l  a n d  e1  c a n  b e  r e a l i z e d  a l s o  w i t h  t h e  a i l e r o n s  p l a c e d  i n  t h e  
n e u t r a l  p . o s i t i o n .  S u c h  c o n d i t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t ,  when i t  
p r a c t i c a l l y  l o s e s  c o n t r o l l a b i l i t y  b y  t h e  a i l e r o n s ,  h a v e  b e e n  c a l l e d  
s y s t e m s  o f  " i n e r t i a l  r o t a t i o n "  or a s y s t e m  " a u t o r o t a t i o n "  o f  t h e  
a i r c r a f t .  T h i s  l a t t e r  d e s i g n a t i o n  i s  e s p e c i a l l y  w i d e l y  u s e d  i n  
t h e  f o r e i g n  l i t e r a t u r e .  

F i g u r e  3 . 2 0  s h o w s  t h e  g r a p h  o f  t h e  c h a n g e  i n  t h e  b a s i c  p a r a m e -  
t e r s  of  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  when i t s  m o t i o n  ( a f t e r  c h a n g e  o f  s i g n  
o f  t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s )  i s  r e a l i z e d  r e l a t i v e  t o  t h e  
s i n g u l a r  p o i n t  o f  b l  t y p e  ( s e e  F i g .  3 . 1 7 ) .  S u c h  s y s t e m s  a r e  s t u d i e d  
i n  g r e a t e r  d e t a i l  i n  a n a l y z i n g  t h e  d y n a m i c s  o f  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  
a n  a i r c r a f t  i n  C h a p t e r  I V .  

L e t  u s  n o t e  t h a t  t h e  s y s t e m s  o f  " i n e r t i a l  r o t a t i o n "  o f  a n  a i r -  
c r a f t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t s  on t h e  s t a t i c  c u r v e  b a n d  e ( s e e  F i g .  3 . 1 7 )  w e r e  o b s e r v e d  i n  
f l i g h t .  From t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  a i r c r a f t  d y n a m i c s  t h e  m o t i o n  i n  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  - p o i n t s  of  e1 t y p e  i s  i n t e r e s t i n g  i n  

r o l l i n g  v e l o c i t y ,  ? . e . ,  a r o l l i n g  v e l o c i t y  w h i c h  i s  o p p o s i t e  t o  
t h e  u s u a l  s i g n .  

t h a t  t h e  p o s i t i v e  v a l u e  A m ,  i s  r e p r e s e n t e d  by  a n e g a t i v e  a n g u l a r  /= 

S e c o n d  r e g i o n  

( 3 . 6 3 )  

I n  t h e  r a n g e  o f  a i l e r o n  d e f l e c t i o n s  ( 3 . 6 3 )  t h e r e  a r e  t h r e e  
s i n g u l a r  p o i n t s ,  t w o  o f  w h i c h  ( b 2 ,  e2) ( s e e  F i g .  3 . 1 7 )  a r e  s t a b l e  
f o c a l  p o i n t s  a n d  c o r r e s p o n d  t o  t h e  s t a b l e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t ,  
a n d  o n e  i s  a s a d d l e - t y p e  s i n g u l a r  p o i n t .  The s e p a r a t r i x  s u r f a c e s  
w h i c h  p a s s  t h r o u g h  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  d i v i d e  t h e  p h a s e  s p a c e  i n t o  
t w o  r e g i o n s ,  i n  e a c h  o f  w h i c h  t h e  m o t i o n  i s  s t a b l e .  W i t h  z e r o  i n i -  
t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  g r a d u a l  d e f l e c t i o n  of  t h e  a i l e r o n s  t h e  p o i n t  o f  
" a t t r a c t i o n "  i s  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  b 2 .  

An e x a m p l e  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  
s i n g u l a r  p o i n t  b2 i s  t h e  b e g i n n i n g  o f  m o t i o n  shown  o n  F i g u r e  3 . 2 0  
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( p r i o r  t o  c h a n g e  o f  t h e  a i l e r o n s ) .  

R e g i o n  I1 ( s e e  F i g .  3 . 1 7 )  c r e a t e s  a "window" i n  t h e  s t a t i c  
c u r v e s  a n d  p e r m i t s  d u r i n g  c o n t r . 0 1  I 1 r e a l i z i n g 1 l  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  
o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  b l ,  b 2 ,  b3 o n  c u r v e  b a n d  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  
t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  el, e 2 ,  e3 o n  c u r v e  e .  

T h i r d  r e g i o n  

( 3 . 6 4 )  

I n  t h i s  r e g i o n  t h e r e  a r e  f i v e  s i n g u l a r  p o i n t s  s i n c e  t w o  s i n g u -  
l a r  p o i n t s  a g a i n  a p p e a r  a d d i t i o n a l l y .  I n  t h i s  c a s e  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t s  e3  a n d  b3 a r e  s t a b l e  f o c a l  p o i n t s ,  a n d  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  a3 
i s  a n  u n s t a b l e  f o c a l  p o i n t .  The  r e g i o n s  of  a t t r a c t i o n  o f  t h e  f o c a l  
p o i n t s  a r e  s e p a r a t e d  b y  s a d d l e - t y p e  s i n g u l a r  p o i n t s .  W i t h  z e r o  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a n d  g r a d u a l  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  b y  a 
v a l u e  w h i c h  s a t i s f i e s  c o n d t i o n  ( 3 . 6 4 )  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  t r a n s -  
i e n t  c o n d i t i o n  m o t i o n  i s  r e a l i z e d  r e l a t i v e  t o  t h e  u n s t a b l e  f o c a l  
p o i n t .  H o w e v e r ,  s i n c e  i n  t h e  v i c i n i t y  of t h e  s i n g u l a r  p o i n t  a3 
t h e r e  a r e  n o  o t h e r  s i n g u l a r  p o i n t s  o t h e r  t h a n  t h e  s a d d l e - t y p e  t h e n  
a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r s  of a i r c r a f t  e i t h e r  a c e r t a i n  l i m i t i n g  
c y c l e  i s  e s t a b l i s h e d  a n d  t h e  m o t i o n  h a s  t h e  c h a r a c t e r  o f  undamped 
n o n l i n e a r  o s c i l l a t i o n s  or t h e  p h a s e  t r a j e c t o r y  p e n e t r a t e s  t h e  
r e g i o n  o f  a t t r a c t i o n  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  b 3 .  

M o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  of t h e  s i n g u l a r  p o i n t  b3 c a n  a l s o  b e  
r e a l i z e d  b y  t h e  s u b s e q u e n t  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  f r o m  t h e  b e -  
g i n n i n g  b y  a v a l u e  w h i c h  s a t i s f i e s  c o n d i t i o n s  ( 3 . 6 3 )  a n d  t h e n  
a d d i t i o n a l l y  u p  t o  a v a l u e  w h i c h  s a t i s f i e s  c o n d i t i o n  ( 3 . 6 4 ) .  I n  
t h i s  c a s e  t h e  m o t i o n  i s  s t a b i l i z e d  a f t e r  t h e  f i r s t  d e f l e c t i o n  i n  
t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  o f  b2 t y p e  ( s e e  F i g .  3 . 1 7 ) ,  a n d  
a f t e r  a d d i t i o n a l  d e f l e c t i o n  of  t h e  a i l e r o n s  n e a r  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  
o f  b3 t y p e .  

M o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  of  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  e3 i s  r e a l i z e d  
w i t h  t h e  s u b s e q u e n t  d e f l e c t i o n  o f  a i l e r o n s  f i r s t  f r o m  t h e  n e g a t i v e  
p a r t  o f  r e g i o n  I1 [ E q .  ( 3 . 6 3 ) l  a n d  t h e n  w i t h  c h a n g e  t o  p o s i t i v e  
r e g i o n  I11 [ E q .  ( 3 . 6 4 ) ] .  I n  g e n e r a l  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  /112 
s i n g u l a r  p o i n t s  e 3  a n d  b3 c a n  b e  r e a l i z e d  b e c a u s e  o f  t h e  p r e s e n c e  
o f  a "window" i n  r e g i o n  11. 

Such  a r e  t h e  b a s i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  q u a l i t a t i v e  p i c t u r e  o f  
p o s s i b l e  t y p e s  o f  m o t i o n  of a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  o f  
B t y p e .  A b r i e f  a n a l y s i s  shows  t h a t  s u b s t a n t i a l  d i f f e r e n c e  i n  t h e  
r e s u l t s  f o l l o w i n g  f r o m  t h e  t o t a l  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  i n  t h e i r  
s i m p l i f i e d  l i n e a r  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  U s i n g  t h e  l i n e a r  e q u a t i o n s  
o f  m o t i o n  w e  were a b l e  t o  d e t e r m i n e  o n l y  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  w h i c h  
l i e  o n  t h e  a s y m p t o t e  
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The d i f f e r e n c e  i n  s o l u t i o n s  i s  c l e a r l y  o b v i o u s  i n  F i g u r e  3 . 1 7 .  
L e t  u s  n o t e  t h a t  a l s o  w i t h  s m a l l  v a l u e s  o f  t h e  d e f l e c t i o n s  o f  a i l e r -  
o n s ,  p a r t i c u l a r l y  when 6, = 0 ,  f r o m  l i n e a r  t h e o r y  w e  may f i n d  o n l y  

o n e  s i n g u l a r  p o i n t ,  h o w e v e r  a s  w a s  shown 
a b o v e  i f  t h e  i n i t i a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c -  

v-0 0 i t y  ux o f  t h e  a i r c r a f t  i s  h i g h  t h e n  m o t i o n  
i s  a l s o  p o s s i b l e  w i t h  u n d e f l e c t e d  a i l e r o n s  
i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  
e1 or b l .  W i t h  s m a l l  v a l u e s  o f  t h e  d e -  

z e r o  a n d  s m a l l  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  c o n t r o l s ,  
l i n e a r  t h e o r y  q u a l i t a t i v e l y  d e s c r i b e s  
t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  p r o p e r l y ,  s i n c e  
i n  t h i s  c a s e  t h e  p o i n t  o f  " a t t r a c t i o n "  
i s  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  a 1  a n d  t h e  r e g i o n  
o f  i t s  " a t t r a c t i o n "  i s  b o r d e r e d  by  t w o  
s a d d l e - t y p e  s i n g u l a r  p o i n t s .  However  i t  

i n  p a r a m e t e r s ,  f o r  w h i c h  l i n e a r  a p p r o x i -  

-0.t v i a t i o n s  of t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  f r o m  

-0.2 

F i g .  3 . 2 1  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  r e g i o n  o f  c h a n g e s  

m a t i o n  g i v e s  u s  s u f f i c i e n t  a c c u r a c y ,  d e p e n d s  o n  t h e  p a r a m e t e r s  o f  
c o n t r o l  o f  t h e  a i r c r a f t  f o r  p i t c h i n g  ( a o ,  A a b ) .  

T y p e  C Rol 1 i n g  M a n e u v e r s  

S u c h  a m a n e u v e r  e x i s t s  i f  t h e  p a r a m e t e r s  w h i c h  c h a r a c t e r i z e  
t h e  l o n g i t u d i n a l  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a 0  a n d  Aab l i e  
i n  t h e  r e g i o n  t h a t  i s  shown  i n  F i g u r e  3 . 2 1 .  S u c h  a t y p e  o f  m a n e u v e r  
e x i s t s  when t h e  r o l l i n g  t u r n  i s  c a r r i e d  o u t  f r o m  t h e  c o n d i t i o n s  o f  
f l i g h t  o f  t h e  a i r c r a f t  w i t h  a n e g a t i v e  G - f o r c e  ( a 0  < 0 )  w i t h  a p r e -  
l i m i n a r i l y  s m a l l  d e f l e c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l  s t i c k  ( n a b  0 ) .  From 
t h e  v i e w p o i n t  o f  p r a c t i c a l  f l y i n g  s u c h  a t y p e  o f  m a n e u v e r - i s - m a i n l y  
o f  t h e o r e t i c a l  i n t e r e s t .  S t a t i c  c u r v e s  o f  t h e  f u n c t i o n  Am,(w,) f o r  
a r o l l i n g  m a n e u v e r  o f  C t y p e  a r e  shown on F i g u r e  3 . 2 2 ,  a n d  t h e  
t r a j e c t o r i e s  o f  t h e  r o o t s  on F i g u r e  3 . 2 3 .  From t h e s e  f i g u r e s  i t  
f o l l o w s  t h a t  i n  t h e  e n t i r e  r e g i o n  o f  a i l e r o n  d e f l e c t i o n s  i n  p h a s e  
s p a c e  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  t h e r e  a r e  t h r e e  b a s i c  p o i n t s  o f  /113 
s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  s p a t i a l  f o c a l  t y p e s  a n d  t w o  s a d d l e - t y p e  s i n g u l a r  
p o i n t s ,  w h i c h  d e f i n e  t h e  r e g i o n  o f  " i n f l u e n c e "  o f  t h e s e  s i n g u l a r  
p o i n t s .  A f t e r  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  f o r  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
t h e  f i g u r a t i v e  p o i n t  i n  p h a s e  s p a c e  moves t o  a p o i n t  w h i c h  i s  a n  
u n s t a b l e  f o c u s .  M o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  a1 
( s e e  F i g .  3 . 2 2 )  i s  a n o n l i n e a r  undamped o s c i l l a t i o n a l  p r o c e s s ,  a n d  
i n  p h a s e  s p a c e  t h e r e  may b e  a c e r t a i n  l i m i t i n g  c y c l e  t h a t  i s  v a l i d .  
M o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  b l  a n d  e 1  may b e  o b -  
t a i n e d  b y  s u b s e q u e n t l y  c a r r y i n g  o u t  a t y p e  B-maneuver w i t h  e s c a p e  
t o  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  e x c e e d i n g  wx2 crit a n d  t h e n  a 
t y p e  C m a n e u v e r ,  i . e . ,  b y  t h e  s u b s e q u e n t  d e f l e c t i o n  o f  t h e  e l e v a t o r  
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F i g .  3 . 2 4  

Type  D R o l l i n g  - 7  - Maneuver  

F i g .  3 . 2 3  F i g .  3 . 2 5  



a n d  a i l e r o n s .  

Type C R o l l i n g  M a r e u v e r  

F i g .  3 . 2 2  

T y p e  D R o l l i n g  Maneuver  

Type D r o l l i n g  m a n e u v e r s  o c c u r  i f  t h e  p a r a m e t e r s  ( a o ,  A a b ) ,  
w h i c h  c h a r a c t e r i z e  t h e  l o n g i t u d i n a l  c o n t r o l  o f  a n  a i r c r a f t ,  l i e  i n  
t h e  r e g i o n  n o t e d  o n  F i g u r e  3 . 2 4 .  I n  o r d e r  t h a t  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  
b e l o n g  t o  a D t y p e ,  c o n t r o l  o f  t h e  a i r c r a f t  f o r  p i t c h i n g  m u s t  b e  
a c c o m p l i s h e d  by d e f l e c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l  s t i c k  away (Aab < 0 )  u n d e r  
c o n d i t i o n s  o f  h o r i z o n t a l  f l i g h t  ( a 0  > 0 ) .  The m a n e u v e r  i s  m a i n l y  o f  
t h e o r e t i c a l  i n t e r e s t  s i n c e  i t  i s  a c c o m p l i s h e d  f o r  a n a r c o w - r a n g e  o f  
p a r a m e t e r s  ( a o ,  A a b ) .  The c u r v e  s h o w i n g  t h e  f u n c t i o n  Am,(w,) f o r  
t y p e  B m a n e u v e r s  i s  shown on F i g u r e  3 . 2 5  a n d  t h e  t r a j e c t o r i e s  o f  
t h e  r o o t s  on F i g u r e  3 . 2 6 .  

From F i g u c e  3 . 2 5  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e r e  a r e  f o u r  b a s i c  r a n g e s  
o f  v a l u e s  o f  Am, w h i c h  d i f f e r  i n  t h e  number a n d  t y p e  of s i n g u l a r  
p o i n t s .  

F i r s t  r e g i o n  

( 3 . 6 5 ) / 1 1 6  

I n  t h i s  r e g i o n  t h e r e  a r e  f i v e  s i n g u l a r  p o i n t s :  t h r e e  s i n g u l a r  
p o i n t s  o f  s t a b l e  f o c u s  t y p e ,  w h i c h  a r e  s e p a r a t e d  b y  t w o  s a d d l e - t y p e  
s i n g u l a r  p o i n t s .  For z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  t h e  m o t i o n  i s  ac-  
c o m p l i s h e d  r e l a t i v e  t o  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s t a b l e  
f o c u s ;  a s  a r e s u l t  o f  t h e  s y s t e m  t h e r e  a r e  o b s e r v e d  damped o s c i l l a -  
t i o n s .  S t a b l e  s o l u t i o n s  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  b l  
a n d  d l  ( s e e  F i g .  3 . 2 5 )  may b e  o b t a i n e d  b e c a u s e  o f  t h e  p r e s e n c e  o f  
a "window" i n  t h e  s e c o n d  r e g i o n  w h i c h  i s  e x a m i n e d  b e l o w  w i t h  t h e  
r e s p e c t i v e  c h a n g e s  i n  t h e  a i l e r o n s  a n a l o g o u s  t o  t h a t  w h i c h  w a s  d o n e  

10 5 



i n  a n a l y z i n g  t h e  t y p e  B m a n e u v e r .  

S e c o n d  r e g i o n  

( 3 . 6 6 ) / 1 1 7  

The s e c o n d  r e g i o n  i s  t h e  "window" w h i c h  p e r m i t s  p e n e t r a t i n g  
t o  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o n  c u r v e s  b a n d  d .  I n  t h i s  r e g i o n  t h e r e  a r e  
t w o  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  s t a b l e  f o c u s  t y p e ,  t h a t  a r e  s e p a r a t e d  by  a 
s a d d l e - t y p e  s i n g u l a r  p o i n t  ( s e e  F i g .  3 . 2 5 ) .  

D e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  f o r  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  l e a d s  
t o  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  b 2 .  The r e t u r n  o f  
t h e  a i l e r o n s  t o  n e u t r a l  p o s i t i o n  a f t e r  e s t a b l i s h i n g  m o t i o n  i n  t h e  
v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  b2 l e a d s  t o  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  
o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  b l .  

T h i r d  r e g i o n  

( 3 . 6 7 )  

I n  t h e  t h i r d  r e g i o n  t h e r e  a r e  f i v e  s i n g u l a r  p o i n t s ;  t h r e e  
p o i n t s  o f  s t a b l e  f o c u s  t y p e  a n d  t w o  s a d ' d l e - t y p e  s i n g u l a r  p o i n t s ,  
w h i c h  d e s c r i b e  t h e  f o c a l .  p o i n t .  U n d e r  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  
m o t i o n  o c c u r s  r e l a t i v e  t o  t h e  s t a b l e  f o c u s  b 3 .  

F o u r t h  r e g i o n  

( 3 . 6 8 )  

I n  t h e  f o u r t h  r e g i o n  t h e  number  o f  s i n g u l a r  p o i n t s  i s  t h e  same 
as  i n  t h e  t h i r d  r e g i o n  b u t  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  o f  s t a b l e  f o c u s  t y p e  
o n  t h e  b r a n c h  o f  t h e  s t a t i c  f u n c t i o n  b ( s e e  F i g .  3 . 2 5 )  b e c o m e s  a n  
u n s t a b l e  f o c a l  p o i n t .  

T y p e  E R o l l i n g  M a n e u v e r s  

wh 
t V  

On F i g u r e  3 . 2 7  t h e  r a n g e  o f  v a l u e s  ( a o ,  Aab)  i s  p l o t t e d  for 
i c h  t y p e  E r o l l i n g  m a n e u v e r s  a r e  r e a l i z e d .  M a n e u v e r s  o f  t h i s  
p e  a r e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  c o n t r o l l e d  r o l l i n g  m o t i o n  o f  a n  a i r -  

c r a f t  t h a t  i s  c a r r i e d  o u t  f r o m  c o n d i t i o n s  o f  h o r i z o n t a l  f l i g h t  or 
f l i g h t  w i t h  a p o s i t i v e  n o r m a l  G - f o r c e .  T y p e F  r o l l i n g  m a n e u v e r s  f o r  
t h e  n e i g h b o r i n g  r e g i o n  o f  p a r a m e t e r s  ( a o ,  Aab)  a r e  l i t t l e  d i f f e r e n t  
f r o m  t y p e  E m a n e u v e r s  a n d  t h e r e f o r e  a r e  n o t  s t u d i e d  s e p a r a t e l y .  

- -  
On F i g u r e  3 . 2 8  t h e  g r a p h  s h o w i n g  t h e  f u n c t i o n  A m x ( w x )  i s  

p l o t t e d  f o r  t h e  e n t i r e  r a n g e  o f  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s .  F o r  
t y p e  E r o l l i n g  m a n e u v e r s  w e  c a n  d e f i n e  f i v e  b a s i c  r e g i o n s  o f  v a l u e s  
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F i g .  3 . 2 7  

Type  E Rolling Maneuver 
I 

F i g .  3 .26  F i g .  3 . 2 8  

\ 



I 1  I l l 1  I I  I l l  I l l 1  

_ -  
of  t h e  q u a n t i t y  Amx(w,) w h i c h  d i f f e r  i n  n u m b e r  a n d  t y p e  o f  s i n g u l a r  
p o i n t s  ( s e e  F i g .  3 . 2 8  a n d  3 . 2 9 ) .  

F i r s t  region 

( 3 . 6 9 )  

I n  t h e  f i r s t  r e g i o n  t h e r e  a r e  f i v e  s i n g u l a r  p o i n t s ,  t h r e e  
s i n g u l a r  p o i n t s  o f  s t a b l e  s p a t i a l - f o c u s  t y p e  a n d  t w o  s i n g u l a r  p o i n t s  
o f  s p a t i a l - s a d d l e - t y p e  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  t h e  u n s t a b l e  m o t i o n  a n d  
s e p a r a t e  t h e  r e g i o n s  o f  s t a b l e  m o t i o n .  
i . e . ,  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  t o  w h i c h  t h e  p a r a m e t e r  o f  t h e  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  t e n d s ,  d e p e n d s  o n  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  o f -mot ion l  f o r  
m a n e u v e r s  - w h i c h  b e g i n  f r o m  s m a l l  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  wx(0), w y ( 0 ) ,  
w z ( 0 )  s u c h  a p o i n t  o f  a t t r a c t i o n  i s  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  w i t h  t h e  
l e a s t  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  wx. The s e p a r a t r i x  

The  p o i n t  of  " a t t r a c t i o n " ,  / 1 1 9  

F i g .  3 . 2 9  

1 0 8  



s u r f a c e s  w h i c h  l e a v e  f r o m  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  " s a d d l e "  t y p e  
s e p a r a t e  t h e  r e g i o n s  o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  i n t o  t h r e e ,  e a c h  o f  w h i c h  
h a s  i t s  own s i n g u l a r  p o i n t  t h a t  a p p e a r s  as  t h e  p o i n t  o f  a t t r a c t i o n .  

t h e  a i l e r o n s  when m o t i o n  i s  r e a l i z e d  i n  t h e  v i c i n i t y  of t h e  s i n g u -  
l a r  p o i n t  o f  a t y p e  ( s e e  F i g .  3 . 2 8 )  i s  shown o n  F i g u r e  3 . 3 0 .  Such  

An e x a m p l e  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n  w i t h  g r a d u a l  d e f l e c t i o n  o f  / 1 2 0  

c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  
Ry0 =z o n e  of t h e  m o s t  t y p i c a l  for r o l l i n g  

m a n e u v e r s  a n d  w i l l  b e  s t u d i e d  i n  
g r e a t e r  d e t a i l  i n  C h a p t e r  I V .  

" = p a  I' / , s z  

a: op-~-lb OJ1,rad t 

P 
0 5 10 t s e c  

F i g .  3 . 3 0  

I , . ,  

S e c o n d  r e g  i o n  0 5 io t 

q0Jrad 
-- IAGxI~ < IAzXl< I An, , ( .  ( 3 . 7 0 )  

I n  t h e  s e c o n d  r e g i o n  t h e r e  a r e  
t h r e e  s i n g u l a r  p o i n t s :  t w o  s i n g u l a r  
p o i n t s  o f  s t a b l e  f o c u s  t y p e  a n d  o n e  o f  
s a d d l e  t y p e .  The m o t i o n  d u r i n g  r o l l i n g  
m a n e u v e r s ,  a c c o m p l i s h e d  f r o m  u n d i s t u r b e d  
f l i g h t ,  i s  r e a l i z e d  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  
t h e  s i n g u l a r  p o i n t  a 2  ( s e e  F i g .  3 . 2 8 ) ,  
a n d  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n  i s  o f  t h e  
same t y p e  a s  t h e  p r o c e s s  shown o n  wz : p . U ; $ i Y %  F r a d ,  A k  IO t 

. L I - .  

J 1 : w - w  F i g u r e  3 . 3 0 .  

(7 i 10 t s e c  

T h i r d  r e g i o n  
L 1 1 . ...- 

( 3 . 7 1 )  
1AGx21 <lAKx] 4 

F i g .  3 . 3 1  
The number o f  s i n g u l a r  p o i n t s  i n  

t h e  t h i r d  r e g i o n  i s  t h e  same a s  i n  t h e  s e c o n d ;  h o w e v e r ,  o n e  o f  t h e  
s i n g u l a r  p o i n t s  o f  s t a b l e  f o c u s  t y p e  b e c o m e s  a n  u n s t a b l e  f o c u s  t y p e .  
W i t h  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  a i l e r o n s  t h a t  s a t i s f y  c o n d i t i o n s  ( 3 . 7 1 ) ,  
n o n l i n e a r  undamped o s c i l l a t i o n s  r e l a t i v e  t o  t h e  u n s t a b l e  f o c u s  a3 
a r e  e s t a b l i s h e d  ( s e e  F i g .  3 . 2 8 ) .  An e x a m p l e  o f  t h e  t r a n s i e n t  
c o n d i t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t  o f  a3 t y p e  i s  shown  on F i g u r e  3 . 3 1 .  

F o u r t h  r e g i o n  

( 3 . 7 2 )  

I n  t h e  f o u r t h  r e g i o n  t h e r e  a r e  t w o  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  u n s t a b l e  
f o c u s  t y p e ,  o n e  o f  s t a b l e  f o c u s  t y p e  a n d  t w o  s a d d l e - t y p e  s i n g u l a r  
p o i n t s .  The d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
l e a d s  t o  t h e  o n s e t  o f  n o n l i n e a r  undamped o s c i l l a t i o n s  i n  t h e  v i c i n i t y  
of t h e  s i n g u l a r  p o i n t  a 4  ( s e e  F i g .  3 . 2 8 ) .  The  c h a n g e  i n  t h e  
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p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i n  t i m e  i s  a n a l o g o u s  t o  t h a t  
shown  i n  F i g u r e  3 . 3 1 .  

F i f t h  region 

M o t i o n  i n  t h e  f i f t h  r e g i o n  i s  a n a l o g o u s  t o  t h a t  i n  t h e  f o u r t h  
r e g i o n .  The d i s t i n c t i o n  c o n s i s t s  i n  t h e  f a c t  t h a t  o n  t h e  b r a n c h  o f  
t h e  s t a t i c  c u r v e  e ( s e e  F i g .  3 . 2 8 )  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  u n s t a b l e  
f o c u s  t y p e  c o n v e r t  t o  s i n g u l a r  p o i n t s  o f  s t a b l e  f o c u s  t y p e .  I n  
c e r t a i n  i n s t a n c e s ,  w i t h  g r a d u a l  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  a i l e r o n s ,  m o t i o n  
r e l a t i v e  t o  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  e may b e  r e a l i z e d .  U s u a l l y  t h i s  i s  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  s m a l l  v a l u e  o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  mg, when 
t h e  a i r c r a f t  i s  a b l e  t o  a c c e l e r a t e  b e l o w  l a r g e  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  
p r i o r  t o  w h i c h  t h e r e  a r i s e s  a r a t h e r  l a r g e  r e t a r d i n g  t o r q u e  r e l a t i v e  
t o  t h e  a x i s  0x1. M o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  a 5  
i s  a n a l o g o u s  t o  t h a t  shown  o n  F i g u r e  3 . 3 1 .  

1 6 .  Mot ion  o f  an  A i r c r a f t  a t  L a r g e  A n g u l a r  V e l o c i t i e s  o f  
R o t a t i o n  A b o u t  t h e  L o n g i t u d i n a l  A x i s  

A s  w a s  shown a b o v e  w e  c a n  d i s c e r n  t h r e e  b a s i c  r e g i o n s  o f  
v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  zx - s m a l l ,  i n t e r m e d i a t e  a n d  
l a r g e ,  i n  e a c h  of  w h i c h  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  h a s  i t s  own 
c h a r a c t e r i s t i c s .  A t  s m a l l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s ,  i n  t h e  e q u a -  
t i o n s  o f  m o t i o n  w e  c a n  d r o p  t h e  i n e r t i a l  t e r m s  a n d  l o o k  a t  t h e m  a s  
l i n e a r  e q u a t i o n s  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  i f  n e c e s s a r y  o n l y  t h e  n o n -  
l i n e a r i t y  o f  t h e  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s .  The m o s t  c o m p l e x  r u l e s  
i n v o l v e  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a c c o m p a n i e d  by  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t i e s  f o r  w h i c h  t h e  i n e r t i a l  a n d  a e r o d y n a m i c  moments  
h a v e  a n  i d e n t i c a l  o r d e r  o f  m a g n i t u d e ;  t h i s  i s  t h e  r e g i o n  o f  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t i e s  w h i c h  i s  s t u d i e d  m a i n l y  i n  t h e  p r e s e n t  b o o k .  
And f i n a l l y ,  t h e r e  i s  a r e g i o n  of v e r y  l a r g e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c -  
i t i e s  w h i c h  i s  c h a r a c t e r i z e d  by  t h e  f a c t  t h a t  t h e  i n e r t i a l  moments  
o f  t h e  g y r o s c o p i c  s t a b i l i t y  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  m o t i o n  h a v i n g  s u c h  
a n g u l a r  v e l o c i t i e s  e x c e e d  t h e  moments  o f  t h e  a e r o d y n a m i c  s t a b i l i t y .  
S u c h  a m o t i o n  i s  i n  a c e r t a i n  s e n s e  t h e  l i m i t i n g  m o t i o n  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  w i t h  a r o l l i n g  m a n e u v e r  a n d  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  i t s  i n -  
v e s t i g a t i o n  a s s i s t  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  c e r t a i n  t y p e s  o f  m o t i o n  o f  
a n  a i r c r a f t  a t  l a r g e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s .  

L a r g e  v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  Kz may b e  a s s u m e d  
t o  b e  t h o s e  €or w h i c h  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y  i s  s a t i s f i e d  

( 3 . 7 4 )  

I f  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  l a r g e r  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  i n  e x p l i c i t  form i s  s u b s t i t u t e d  i n t o  i n e q u a l i t y  ( 3 . 7 4 )  i t  
i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h i s  i n e q u a l i t y  w i l l  p e r m i t  e s t i m a t i n g  t h e  
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r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  v a l u e s  o f  t h e  a e r o d y n a m i c  a n d  i n e r t i a l  
m o m e n t s .  I n  f a c t ,  l e t  t h e  l a r g e r  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t y  b e  t h e  

f o r m  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r :  
v a l u e  w a y  t h e n  i n e q u a l i t y  ( 3 . 7 4 )  c a n  b e  r e w r i t t e n  i n  d i m e n s i o n a l  /122 

( 3 . 7 5 )  

The q u a n t i t y  i n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  o f  t h e  i n e q u a l i t y  c h a r a c t e r -  
i z e s  t h e  i n e r t i a l  moment ,  a n d  t h a t  i n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  t h e  a e r o -  
d y n a m i c  moment ,  w h i c h  a c t  o n  t h e  a i r c r a f t .  I n e q u a l i t y  ( 3 . 7 5 )  m e a n s  
t h a t  t h e  b a s i c  i n f l u e n c e  o n  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  w i l l  b e  t h a t  
o f  t h e  i n e r t i a l  moment s  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  w h i c h  t h e  e f f e c t  o f  t h e  
a e r o d y n a m i c  moments  o f  s t a b i l i t y  i s  s m a l l  a n d  c a n  b e  i g n o r e d .  
T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  s m a l l n e s s  o f  t h e  a e r o d y n a m i c  moments  of  
s t a b i l i t y  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  i n e r t i a l  m o m e n t s ,  u s i n g  t h e  f o r m u -  
l a s  f r o m  T a b l e  2 ,  i t  i s  e a s y  t o  show t h a t  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n s  
t e n d  t o w a r d  t h e  f o l l o w i n g  l i m i t i n g  v a l u e s  when wx + 0 0 :  

( 3 . 7 6 )  

I n  t h i s  c a s e ,  r e l a t i o n s h i p  ( 3 . 7 6 )  i s  s a t i s f i e d  f o r  a n y  d e f l e c t i o n s  
o f  t h e  e l e v a t o r  ( 6 , )  a n d  t h e  r u d d e r  ( 6 r ) ,  w h i c h  i s  e x p l a i n e d  by 
t h e  l a r g e  g y r o s c o p i c  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t .  

S u b s t i t u t i n g  E x p r e s s i o n  ( 3 . 7 6 )  i n t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  
o f  t h e  a i r c r a f t  ( 1 . 3 3 )  a s  p a r a m e t e r s  o f  t h e  u n d i s t u r b e d  m o t i o n ,  
l e t  u s  l i n e a r i z e  them a n d  f i n d  t h e  e q u a t i o n s  i n  v a r i a t i o n s  r e l a t i v e  
t o  t h e  m o t i o n  i n c l u d i n g  t h e  r a p i d  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  r e l , a -  
t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  a t  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  wx: = R: 

( 3 . 7 7 )  

( 3 . 7 8 )  

( 3 . 7 9 )  
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I n  E q u a t i o n s  ( 3 . 7 7 ) - ( 3 . 7 9 )  a l l  t h e  v a r i a b l e s  a r e  v a r i a t i o n s  r e l a -  
t i v e  t o  t h e i r  own n o m i n a l  v a l u e s  

E q u a t i o n s  ( 3 . 7 7 ) - ( 3 . 7 9 )  may b e  i n t e g r a t e d  i n  e x p l i c i t  f o r m .  
I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  e q u a t i o n s  i n  p r a c t i c e  a r e  d i v i d e d  i n t o  
t w o  p a i r s  o f  l i n e a r  e q u a t i o n s  o f  s e c o n d  o r d e r  a n d  o n e  e q u a t i o n  of  / 1 2 3  
f i r s t  o r d e r ,  w h i c h  may b e  s o l v e d  s e q u e n t i a l l y .  S o l u t i o n  t o  Equa-  
t i o n s  ( 3 . 7 7 )  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  r e m a i n i n g  e q u a t i o n s  a n d  may b e  
w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

( 3 . 8 1 )  

The c o m p l e x - c o n j u g a t e  r o o t s  11, 12 c a n  b e  c o n v e n i e n t l y  d e t e r -  
m i n e d  b y  u s i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a  b a s e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  o f  
s m a l l n e s s  of t h e  c o e f f i c i e n t s  of d a m p i n g  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  
i m a g i n a r y  p a r t  o f  t h e  r o o t  

( 3 . 8 2 )  

The r e m a i n i n g  r o o t s  o f  t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 3 . 7 7 ) - ( 3 . 7 9 )  w i t h  
a n a l o g o u s  a s s u m p t i o n s  may b e  a p p r o x i m a t e l y  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

( 3 . 8 3 )  

( 3 . 8 4 )  

E q u a t i o n s  ( 3 . 7 8 )  a n d  ( 3 . 7 9 )  a r e - n o n u n i f o r m  l i n e a r  e q u a t i o n s  r e l a -  
t i v e  t o  t h e  v a r i a b l e s  - a ,  6 a n d  wx, s i n c e  w e  may a s s u m e  t h a t  t h e  
s o l u t i o n s  f o r  a n d  wz a r e  known.  S o l u t i o n s  f o r  a a n d  6-depend- 
o n  t h e  c h a n g e  i n  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  wy a n d  w z  
i n  t h e  p r o c e s s  o f  m o t i o n ,  t h a n k s  t o  w h i c h  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  
v a r i a t i o n s  o f  t h e  a n g u l a r  - r o l l i n g  v e l o c i t y  rx a l s o  d e p e n d s  - on t h e  
v a r i a t i o n  o f  w a n d  w z .  
t w o  r o o t s  o f  tKe c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  a n d  t w o  c o n s t a n t s  w h i c h  
a r e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s ;  t h e  s o l u t i o n  for a a n d  B 
i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  a r b i t r a r y  i n i t i a l  c o n d i t i o n s - d e p e n d s  o n  
f o u r  r o o t s  a n d  four c o n s t a n t s  a n d  t h e  s o l u t i o n  f o r  wx a l r e a d y  d e -  
p e n d s  o n  a l l  f i v e  r o o t s  a n d  f i v e  c o n s t a n t s .  T h i s  p a r t i a l  s e p a r a -  
t i o n  o f  m o t i o n s  i n  p a r t i c u l a r  c o m p r i s e s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  

E/ 

Thus  t h e  s o l u t i o n  f o r  w y  a n d  w z  d e p e n d s  on 
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l i m i t i n g  c a s e  o f  r o t a t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a t  a h i g h  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  a n d  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  m o t i o n  when t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  
l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s  f o r  a l l  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  d e p e n d  o n  t h e  
f i v e  r o o t s  a n d  t h e  f i v e  c o n s t a n t s .  F u r t h e r  s i m p l i f i c a t i o n  o f  a n a l y -  
s i s  o f  t h e  d i s t u r b e d  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  may b e  o b t a i n e d  i f  w e  
a n a l y z e  t h e  c a s e  when m,$ = 0 .  I n  s a t i s f y i n g  t h i s  c o n d i t i o n ,  t h e  
- s o l u t i o n s  t o - t h e  e q u a t i o n s  f o r  v a r i a t i o n s  i n  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  
wx, wy, a n d  wz d o  n o t  d e p e n d  o n  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e s l i p .  

L e t  u s  a n a l y z e  t h i s  c a s e  i n  g r e a t e r  d e t a i l  by  l o o k i n g  a t  m o t i o n  
i n  p h a s e  s p a c e  o f  a n g u l a r - v e l o c i t i e s .  I n  E q u a t i o n  ( 3 . 7 9 )  we f i n d  
t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  f o r  wx: 

( 3 . 8 5 )  

S u b s t i t u t i n g  i n t o  s o l u t i o n  ( 3 . 8 1 )  e x p r e s s i o n s  €or t h e  r o o t s  l e t  u s  
t r a n s f o r m  t h e  r e l a t i o n s h i p  f o r  wy a n d  w z  t o  t h e  f o r m  

- 

( 3 . 8 6 )  

From E x p r e s s i o n  ( 3 . 8 6 1 ,  b y  c a r r y i n g  o u t  s i m p l e  c o m p u t a t i o n s ,  
w e  f i n d  

( 3 . 8 7 )  

L e t  u s  i n t r o d u c e  new v a r i a b l e s  w h i c h  r e l a t e  t h e  l i n e a r  f u n c t i o n s  
a n d  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  wy a n d  w z :  

- 

( 3 . 8 8 )  

The l a t t e r  t r a n s f o r m a t i o n  i s  f e a s i b l e  t o  c a r r y  o u t  s i n c e  t h e  m o t i o n  
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- - - 
i n  t h e  p h a s e  s p a c e  o f  t h e  new v a r i a b l e s  w y l ,  w z l ,  wx i s  d e s c r i b e d  
by  a r e l a t i o n s h i p  w h i c h  i s  s i m p l e r  t h a n  i n  t h e  o r i g i n a l  p h a s e  s p a c e .  
L e t  u s  s q u a r e  e a c h  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p s  ( 3 . 8 7 )  a n d  a d d  t h e m .  
C a r r y i n g  o u t  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  v a r i a b l e s  i n  E q u a t i o n s  ( 3 . 8 8 )  w e  
f i n d  t h e  e q u a t i o n s - o f  t h e  i n t e g r a l  c u r v e s  i n  p h a s e  s p a c e  f o r  t h e  
v a r i a b l e s  wy1 a n d  w z l :  

( 3 . 8 9 )  

For e a c h  v a l u e  o f  t h e  moment o f  t i m e  T ( 3 . 8 9 )  i s  t h e  e q u a t i o n  o f  /125 
t h e  c i r c u m f e r e n c e .  If. w e  e x c l u d e  t h e  t i m e  f r o m  E q u a t i o n  ( 3 . 8 9 )  a n d  
u s e  t h e  s o l u t i o n  f o r  wx ( 3 . 8 5 ) ,  w e  f i n d  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  f a m i l y  
o f  s u r f a c e s  i n  p h a s e  s p a c e  o n  w h i c h  t h e  f o l l o w i n g  i n t e g r a l  c u r v e s  
l i e .  

--o m <+PY 
co=(oxo) Zb y . 

( 3 . 9 0 )  

( 3 . 9 1 )  

F o r  e a c h  v a l u e  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  eo t h e  s u r f a c e  w h i c h  i s  d e s c r i b e d  
b y  E q u a t i o n  ( 3 . 9 0 )  i s  a r o t a t i o n a l  b o d y  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  - OLx. 

- I f  t h e  s o l u t i o n s  for G y l ,  w z l ,  a n d  
wx a r e  s t a b l e ,  t h e n  t h e  m o t i o n  i n  
p h a s e  s p a c e  o c c u r s  o v e r  t h e  s u r f a c e  
o f  t h e  p a r a b a l o i d  w h i c h  i s  t a n g e n t  
t o  t h e  o r i g i n .  

- - - 

= oSl, = oz, = 0. ( 3 . 9 2 )  

-a 

4 The  d i a g r a m  o f  t h e  m o t i o n  i n  
p h a s e  s p a c e  i s  shown i n  F i g u r e  3 . 3 2 .  

The s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  o f  
m o t i o n  ( 3 . 7 7 ) - ( 3 . 7 9 )  h a s  o n e  r e a l  
r o o t  o f  E q u a t i o n  ( 3 . 8 4 )  w h i c h  d e t e r -  
m i n e s  t h e  s e p a r a t r i x  s u r f a c e ,  t h e  
e q u a t i o n  o f  w h i c h  i m m e d i a t e l y  f o l l o w s  

( 3 . 8 5 ) .  
F i g .  3 . 3 2  f r o m  t h e  s o l u t i o n  f o r  Ex i n  E x p r e s s i o n  

1 1 4  



- 
W r  = 0. ( 3 . 9 3 )  

From E q u a t i o n  ( 3 . 9 3 )  i t  f o l & o w s  t h a t  t h e  s e p a r a t r i x  s u r f a c e  i s  / 1 2 6  
a p l a n e  o f  t h e  o r t h o g o n a l  a x i s  Ow,. The s u r f a c e s  w h i c h  a r e  d e s -  
c r i b e d  by  E x p r e s s i o n  ( 3 . 9 0 ) ,  o n  w h i c h  t h e  i n t e g r a l  c u r v e s  a r e  l o -  
c a t e d ,  w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  v a l u e  o€  co t e n d  t o w a r d  t h e  p l a n e  
w i t h  E q u a t i o n  ( 3 . 9 2 )  b u t  n e v e r  r e a c h  i t .  When o n e  of t h e  r o o t s  
X 3 , 4  or 1 5  h a s  a p o s i t i v e  r e a l  p a r t ,  t h e  m o t i o n  i s  u n s t a b l e  a n d  t h e  
g e n e r a t r i x  o f  t h e  s u r f a c e  w h i c h  i s  d e s c r i b e d  by  E q u a t i o n  ( 3 . 9 0 )  h a s  
s i n g u l a r i t y  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t ,  a g r e e i n g  w i t h  
t h e  o r i g i n  ( F i g .  3 . 3 3 ) .  

F i g .  3 . 3 3  

I n  t h i s  c a s e  t h e  m o t i o n  i n  t h e  s e p a r a t r i x  s u r f a c e  w i l l  b e  s t a b l e  i f  Gx < 0 ( s e e  F i g .  3 . 3 3 , a )  a n d  u n s t a b l e  i f  mg": > 0 ( s e e  F i g .  3 . 3 3 , b ) .  - 
M o t i o n  - i n  t h e  p h a s e  s p a c e  o f  t h e  r e a l  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  wy, w z ,  
a n d  wx h a s - t h e  s a m e  c h a r a c t e r i s t i c s  a s  t h e  r o t i o n  i n  s p a c e  o f  t h e  
v a r i a b l e s  w y l ,  w z 1 ,  wxL The - d i f f e r e n c e  c o n s i s t s  o n l y  i n  t h e  f a c t  
t h a t ,  if i n  t h e  s p a c e  w y l ,  wzl, wX, t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  
a l o n g  w h i c h  t h e  f i g u r a t i v e  p o i n t  w i t h  t h e  p l a n e  o f - t h e - o r t h o g o n a l  
a x i s  Ow, m o v e s ,  i s  a c i r c l e  t h e n  i n  t h e  s p a c e  m y ,  wz, w,, s u c h  
c r o s s  s e c t i o n  i s  a n  e l l i p s e .  I f  t h e  a i r c r a f t  i n  i t s  i n e r t i a l  a n d  
a e r o d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  i s  s y m m e t r i c  r e l a t i v e  t o  t h e  a x e s  OY 
a n d  0 2 ,  t h e n  i t  i s  e a s y  t o  show t h a t  t h e  c o e f f i c i e n t  e21  i n  r e l a -  
t i o n s h i p  ( 3 . 8 6 )  w i l l  b e  e q u a l  t o  z e r o  a n d  t h e  e l l i p s e  i s  d e g e n e r a t e d  
i n t o  a c i r c l e .  

Now l e t  u s  p r o c e e d  t o  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  v a r i a -  / 1 2 7  
t i o n s  o f  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  o f  t h e  a i r c r a f t  w i t h  
r a p i d  r o l l i n g  r o t a t i o n .  C h a n g e  i n  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  
s l i p  o f  a n  a i r c r a f t  i n  d i s t u r b e d  m o t i o n  i s  d e s c r i b e d  b y  E q u a t i o n  
( 3 . 7 8 ) .  L e t  u s  l o o k  i n  f i r s t  o r d e r  a t  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
i n  t h e  p r e s e n c e  o f  i n i t i a l  d i s t u r b a n c e s  o n l y  i n  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  
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- - 
a n d  s i d e  s l i p ,  ; . e . ,  when w ( 0 )  = w z ( 0 )  = 0 .  S u c h  a d i s t u r b a n c e  
c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s  t h e  e $ f e c t  o n  t h e  a i r c r a f t  o f  a g r a d u a l  w i n d  
b l a s t  o f  l a r g e  e x t e n t .  - From - e x p r e s s i o n s  ( 3 . 7 7 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  
a n g u l a r  v e l o c i t i e s  wy a n d  w z  r e m a i n  i d e n t i c a l l y  e q u a l  t o  0 ,  i . e . ,  
t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  o f  t h e  a i r c r a f t  i n  d i s t u r b e d  m o t i o n  a l s o  
r e t a i n s  a c o n s t a n t  o r i e n t a t i o n  r e l a t i v e  t o  i n e r t i a l  s p a c e  a n d  may 
b e  s h i f t e d  o n l y  b y  p l a n e - p a r a l l e l  m o t i o n .  R e t e n t i o n  o f  t h e  i n v a r i -  
a b l e  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  o f  t h e  a i r c r a f t  w i t h  
r e s p e c t  t o  i n e r t i a l  s p a c e  i s  e x p l a i n e d  b y  t h e  l a r g e  d e g r e e  o f  g y r o -  
s c o p i c  s t a b i l i t y .  

- 
S i n c e  w = w z  = 0 ,  E q u a t i o n s  ( 3 . 7 8 )  may b e  r e w r i t t e n  i n  a m o r e  Y 

s i m p l e  f o r m  . 

( 3 . 9 4 )  

F o r  f u r t h e r  a n a l y s i s  w e  h a v e  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  a n g l e  o f  b a n k  o f  
a n  a i r c r a f t  

Y'=pO. ( 3 . 9 5 )  

I n  t h e  s p e c i f i c  ca se  when 

c'1= -cP=O, 
Y 

t h e  s o l u t i o n  t o  E q u a t i o n  ( 3 . 9 4 )  h a s  a n  e s p e c i a l l y  s i m p l e  f o r m  

( 3 . 9 6 )  

( 3 . 9 7 )  

L e t  u s  n o t e  t h a t  t h e  d i r e c t  p r o o f  i s  e a s y  t o  f i n d  t h a t  t h e  
s o l u t i o n  t o  ( 3 . 9 7 )  s a t i s f i e s  t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 3 . 9 4 )  w i t h  
t h e  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  n ( t ) .  

From s o l u t i o n  ( 3 . 9 7 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  c h a n g e s  i n  t h e  a n g l e  o f  
a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  o f  a n  a i r c r a f t  a r e  c a u s e d  b y  k i n e m a t i c  r e -  
l a t i o n s h i p s  ( F i g .  3 . 3 4 ) ,  b u t  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  l o n g i t u d i n a l  
a x i s  o f  t h e  a i r c r a f t  a n d  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  +" r e m a i n s  c o n s t a n t .  

116 

( 3 . 9 8 )  



I n  t h e  g e n e r a l  c a se  when E q u a t i o n  ( 3 . 9 6 )  i s  n o t  s a t i s f i e d  t h e  1128 
s o l u t i o n  t o  E q u a t i o n  ( 3 . 9 4 ) ,  w i t h  t h e  p r o p e r  c h o i c e  o f  t h e  b e g i n n i n g  
o f  t h e  t i m e  r e a d i n g s ,  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

( 3 . 9 9 )  

From e x p r e s s i o n s  ( 3 . 9 9 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  
t h e  s o l u t i o n  f o r  c1 a n d  f3 i s  a n  o s c i l l a t i o n a l  
damped p r o c e s s .  The o s c i l l a t i o n a l  c h a r a c t e r  
i n  t h e  c h a n g e  o f  t h e  a n g l e s  c1 a n d  B i s  d u e  t o  
t h e i r  k i n e m a t i c  r e l a t i o n s h i p  w i t h  4 " ,  ? . e . ,  
t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  o f  t h e  
a i r c r a f t  a n d  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r .  F u r t h e r m o r e  
d u e  t o  t h e  e f f e c t  of a e r o d y n a m i c  l i f t  t h e  a i r -  
c r a f t  b e g i n s  t o  " d r i f t "  a l o n g  t h e  c u r r e n t  a n d  
t h e  a n g l e  9'" b e t w e e n  t h e  f i x e d  a x i s  o f  r o t a -  
t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  a n d  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  
i n  i n e r t i a l  s p a c e  i s  d e c r e a s e d .  

F i g .  3 . 3 4  
L e t  u s  l o o k  a t  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  

i n  m o r e  d e t a i l .  We d e t e r m i n e  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  f o r c e s  w h i c h  
a c t  on t h e  a i r c r a f t  f o r  t h e  a x e s  OF a n d  OF, t h a t  a r e  a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e  c e n t e r  o f  mass  a n d  a r e  s h i T t e d  i n  a p l a n e - p a r a l l e l  d i r e c -  
t i o n  a l o n g  w i t h  t h e  a i r c r a f t  ( s e e  F i g .  3 . 3 4 ) :  

F ,  =Y, cos 17 - Z ,  sir, y ;  
F ,  = Y, sin y 4- Z ,  cos y, ( 3 . 1 0 0 )  

w h e r e  Y1 a n d  Z 1  a r e  t h e  p r o j e c t i o n s  o f  t h e  a e r o d y n a m i c  f o r c e s  on 
t h e  b o d y  a x e s  o f  t h e  a i r c r a f t .  

W i t h  a n  a c c u r a c y  u p  t o  a c o n s t a n t  f a c t o r ,  f r o m  E q u a t i o n s  ( 3 . 9 9 )  
we f i n d  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  p r o j e c t i o n  o f  f o r c e s  o n  t h e  b o d y  a x e s  
o f  t h e  a i r c r a f t  OY1 a n d  OZ1 i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

( 3 . 1 0 1 )  

If w e  s u b s t i t u t e  e x p r e s s i o n s  ( 3 . 1 0 1 )  i n t o  E q u a t i o n s  (3.100), w e  f i n d :  
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I F - [ A;cos2y - A; sin? y - A; sin cos y ]  e 2 
I/- 

( 3.102) 

From E x p r e s s i o n s  (3.102) i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  t e r m s ,  w h i c h  a r e  -. / 1 2 9  
i n  t h e  b r a c k e t  i n  t h e  e x p r e s s i o n s  for F a n d  F , ,  a r e  p e r i o d i c  
f u n c t i o n s  o f  t h e  a n g l e  o f  b a n k  y w i t h  t f e  p e r i o d  T .  

f o r m  o f  F o r m u l a  ( 3 . 1 0 2 )  i s  o b t a i n e d  i n  t h a t  c a s e  when t h e  c a r r i e r  
p r o p e r t i e s  o f  t h e  s u r f a c e s  o f  a n  a i r c r a f t  a r e  i d e n t i c a l  i n  t h e  
p l a n e s  XlOYl a n d  Xi021 ( s e e  F i g .  1.2)¶ : . e . ,  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  
i s  s a t i s f i e d .  

The m o s t  s i m p l e  

( 3 . 1 0 3 )  

We c a n  show t h a t  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  o f  ( 3 . 1 0 3 )  t h e  r e l a t i o n s h i p s  

0 

A; =O. 

a r e  v a l i d ,  w h e n c e  w e  c a n  o b t a i n  d i r e c t l y  

( 3 . 1 0 4 )  

( 3 . 1 0 5 )  

From r e l a t i o n s h i p s  ( 3 . 1 0 5 )  i t  f o l l o w s  t h a t  i n  t h i s  c a s e  t h e  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  o c c u r s  i n  s u c h  a way t h a t  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  
a n g l e  o f  a t t a c k  w h i c h  a r i s e s  a f t e r  t h e  e f f e c t  o f  t h e  d i s t u r b a n c e  
d e c r e a s e s  e x p o n e n t i a l l y  w i t h  t i m e .  P h y s i c a l l y  t h i s  c a n  b e  e x p l a i n e d  

b y  t h e  “ d r i f t “  o f  t h e  r o t a t i n g  a i r c r a f t  a l o n g  
t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  w i n d  
d i s t u r b a n c e  w i t h  t h e  r e t e n t i o n  o f  a n  i n v a r i a b l e  
o r i e n t a t i o n  o f  i t s  a x i s  o f  r o t a t i o n  r e l a t i v e  
t o  i n e r t i a l  s p a c e .  

F o r  a n  a i r c r a f t  w i t h  a n  a r b i t r a r y  r e l a t i o n -  
s h i p  b e t w e e n  t h e  d e r i v a t i v e  ea a n d  e!¶ 
i n  t h e  f u n c t i o n s  i n  t h e  b r a c k e t s  o f  F o r m u l a s  
( 3 . 1 0 2 )  a r e  somewha t  m o r e  c o m p l e x  a n d  may b e  
i l l u s t r a t e d  o n  F i g u r e  3 . 3 5 .  The a e r o d y n a m i c  
f o r c e  w h i c h  a c t s  o n  t h e  a i r c r a f t  i n  t h i s  c a s e ,  
c h a n g e s  i n  v a l u e  a n d  d i r e c t i o n .  Wi th  r e s p e c t  
t o  s u c h  a v a r i a b l e  c h a r a c t e r  o f  t h e  e f f e c t  o f  

c h a n g e s  Y 

F i g .  3 . 3 5  t h e  a e r o d y n a m i c  f o r c e ,  t h e  m o t i o n  o f  a r a p i d l y  

l i e  
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r o t a t i n g  a i r c r a f t  i n  t h e  g e n e r a l  c a se  a c t e d  on  b y  a c o n s t a n t  w i n d ,  
d i r e c t e d  o r t h o g o n a l  t o  t h e  a x i s  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  w i l l  
b e  c u r v i l i n e a r ,  u n l i k e  t h e  r e c t i l i n e a r  " d r i f t "  a l o n g  t h e  c u r r e n t  o f  
a s y m m e t r i c  m i s s i l e .  

S p e c i f i c  c a s e s  o f  m o t i o n  o f  a r a p i d l y  r o t a t i n g  a i r c r a f t  show 
t h a t  t w o  t y p e s  o f  m o t i o n  a r e  o b s e r v e d ,  t h e  o c c u r r e n c e  o f  w h i c h  
d e p e n d s  on  t h e  e f f e c t i v e  d i s t u r b a n c e s .  If t h e  d i s t u r b a n c e s  a c t  
on  a r a p i d l y  r o t a t i n g  a i r c r a f t  b a s e d  on  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  
s i d e  s l i p ,  t h e n  i t s  d i s t u r b i n g  m o t i o n  i s  r e d u c e d  t o  s u c h  a c h a n g e  
f o r  w h i c h  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  o f  t h e  a i r c r a f t  moves  i n  a p l a n e -  
p a r a l l e l  d i r e c t i o n  a n d  d o e s  n o t  c h a n g e  i t s  a n g l e  of o r i e n t a t i o n .  /130 
I f  t h e  d i s t u r b a n c e s  l e a d  . t o  a c h a n g e  i n  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  t h e n  
t h e  a x i s  0x1 o f  t h e  a i r c r a f t  b e g i n s  t o  p r e c e s s  r e l a t i v e  t o  t h e  
v e c t o r  o f  t h e  f l y i n g  s p e e d .  S u c h  cases  a r e  a n a l y z e d  i n  g r e a t e r  
d e t a i l  i n  C h a p t e r  V I 1  r e l a t i v e  t o  t h e  m o t i o n  o f  a s y m e t r i c  r o t a t i n g  
m i s s i l e .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  p r o b l e m  on  t h e  m o t i o n  on  a 
r a p i d l y  r o t a t i n g  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  i s  
i n t e r e s t i n g  n o t  o n l y  a s  a n  e x t r e m e  c a s e  o f  t h e  m a n e u v e r  o f  a n  a i r -  
c r a f t  w i t h  a i l e r o n  c o n t r o l  b u t  a l s o  h a s  d i r e c t  a p p l i c a t i o n  t o  t h e  
a n a l y s i s  o f  t h e  d y n a m i c s  o f  a r a p i d l y  r o t a t i n g  m i s s i l e  w i t h  a e r o -  
d y n a m i c  a n d  i n e r t i a l  n o n s y m m e t r y .  



C H A P T E R  I V  

D Y N A M I C  C H A R A C T E R I S T I C S  O F  A N  A I R C R A F T  W I T H  S I M U L T A N E O U S  
C O N T R O L  BY A I L E R O N S  A N D  E L E V A T O R  

Above we o b t a i n e d  t h e  b a s i c  r e l a t i o n s h i p s  w h i c h  p e r m i t  f i n d i n g  /131 
t h e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  r e p r e s e n t i n g  
s t e a d y  m o t i o n s .  T h e s e  r e l a t i o n s h i p s  p e r m i t  a n a l y z i n g  a n d  o b t a i n i n g  
b a s i c  q u a l i t a t i v e  c o n c e p t s  a s  t o  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  
c a r r y i n g  o u t  s p e c i f i c  m a n e u v e r s .  I n  t h e  p r e s e n t  c h a p t e r  we s t u d y  
t h e  p r o p e r t i e s  a n d  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  s i m u l -  
t a n e o u s  c o n t r o l  r e l a t i v e  t o  t h e  l a t e r a l  a n d  l o n g i t u d i n a l  a x e s  ( & a ,  

C h a p t e r  V i s  d e v o t e d  t o  a n a l y z i n g  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
w i t h  s i m u l t a n e o u s  c o n t r o l  r e l a t i v e  t o  t h e  l a t i t u d i n a l  a n d  v e r t i c a l  
a x e s  ( A a ,  6 , ) .  I n  e a c h  o f  t h e  c h a p t e r s  w e  a n a l y z e  t h e  f o l l o w i n g  
b a s i c  q u e s t i o n s :  

1. The p h y s i c a l  p i c t u r e  o f  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  
a n a l y z e d .  

2 .  The c h a r a c t e r i s t i c s  a n d  d i f f e r e n c e s  i n  s p a t i a l  m o t i o n  o f  
a n  a i r c r a f t  a r e  d e t e r m i n e d  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  i s o l a t e d  m o t i o n s ,  
a n d  t h e i r  c a u s e s  a r e  a n a l y z e d .  

3 .  The s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  a n a l y z e d  b o t h  i n  
t h e  p r o c e s s  o f  c a r r y i n g  o u t  t h e  m a n e u v e r  a n d  w i t h  t h e  p l a c e m e n t  o f  
t h e  c o n t r o l s  i n t o  a n e u t r a l  p o s i t i o n  ( w i t h  c e s s a t i o n  o f  t h e  m a n e u v e r ) .  

4 .  The d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  a r e  s t u d i e d  i n  c a r r y i n g  o u t  a 
m a n e u v e r ,  a n d  t h e  G - f o r c e s  w h i c h  a c t  on t h e  a i r c r a f t  a r e  e v a l u a t e d .  

From t h i s  l a s t  p r o b l e m  t h e  b a s i c  r e s u l t  c a n  b e  o b t a i n e d  by 
n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n  on s i m u l a t o r s  or o n  d i g i t a l  c o m p u t e r s .  

The d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  d e p e n d s  
s u b s t a n t i a l l y  on t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  
v e l o c i t i e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  a y a w i n g  m o t i o n  (WB) a n d  a p i t c h i n g  
m o t i o n  (ua). For t h e  m a j o r i t y  o f  m o d e r n  a i r c r a f t  i t  i s  c h a r a c t e r -  
i s t i c  t h a t  a t  s u b s o n i c  f l y i n g  s p e e d s  U B  >> m a ,  a n d  a t  s u p e r s o n i c -  
s p e e d s ,  t h e  s i g n  o f  t h e  e q u a t i o n  c h a n g e s  t o  t h e  o p p o s i t e  ( U P  << m a ) .  
Below we l o o k  a t  b o t h  o f  t h e s e  c a s e s .  
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Even  f r o m  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  C h a p t e r  I11 it  i s  o b v i o u s  
w h a t  a s u b s t a n t i a l  i n f l u e n c e  i s  e x e r t e d  o n  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r s  
o f  a n  a i r c r a f t  by  t h e  e x c e s s  l a t e r a l  s t a b i l i t y .  I n  a n a l y z i n g  / 1 3 2  
s p e c i f i c  r o l l i n g  m a n e u v e r s ,  e s p e c i a l l y  a t  s u b s o n i c  f l y i n g  s p e e d s ,  
i n  c e r t a i n  i n s t a n  e s  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  on t h e  
a n g l e  o f  a t t a c k  m,(a) e x e r t s  a q u a l i t a t i v e  i n f l u e n c e  o n  t h e  d y n a m i c  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  a i r c r a f t .  I n  t h i s  r e s p e c t  i n  e a c h  o f  t h e  
c h a p t e r s  w e  c a r r y  o u t  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h i s  f u n c t i o n .  

8 

1 7 .  C h a r a c t e r i s t i c s  o f  R o l l i n g  Mot ion  o f  an  A i r c r a f t  w i t h  
S i m u l t a n e o u s  C o n t r o l  by A i l e r o n s  and  E l e v a t o r  

I n  s t u d y i n g  t h e  t y p e  o f  s i n g u l a r  p o i n t s ,  w e  f o u n d  t h a t  a s  a 
f u n c t i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r s  c h a r a c t e r i z i n g  t h e  c o n t r o l  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  i n  t h e  l o n g i t u d i n a l  p l a n e  [ o f  i t s  a n g l e  o f  a t t a c k  a t  t h e  b e -  
g i n n i n g  o f  a m a n e u v e r  (a@) a n d  o f  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  a n g l e  o f  a t -  
t a c k  d u r i n g  p i t c h i n g  ( A a b ) ]  t h e  s i n g u l a r  p o i n t  t o  w h i c h  t h e  p a r a m e -  
t e r s  o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  t e n d ,  i n  p r o p o r t i o n  t o  d a m p i n g  o f  
t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n ,  w i l l  l i e  i n  t h e  p h a s e  s p a c e  e i t h e r  n e a r e r  
t o  t h e  a x i s  w, = 0 t h a n  d o e s  t h e  f i r s t  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  or b e y o n d  t h e  f i r s t  c r i t i c a l  v e l o c i t y .  From a l l  o f  t h e  
n u m e r o u s  t y p e s  o f  r o l l i n g  m a n e u v e r s  A - F ( s e e  S e c t i o n s  1 3  a n d  151, 
w e  c a n  d i s t i n g u i s h  t w o  b a s i c  g r o u p s  w h l c h  d i f f e r  i n  t h e  c h a r a c t e r  
o f  c h a n g e  o f  t h e  s t a t i c  c u r v e  Am, = f ( w , )  i n  t h e  r a n g e  o f  a n g u l a r  
v e l o c i t i e s  l e s s  t h a n  t h e  f i r s t  c r i t i c a l .  

T o  t h e  f i r s t  g r o u p  b e l o n g  t h o s e  t y p e s  o f  m a n e u v e r s  f o r  w h i c h  
a l l  t h e  s i n g u l a r  p o i n t s  i n  t h e  r e g i o n  o f  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  s a t i s -  
f y i n g  i n e q u a l i t y  ( 4 . 1 )  a r e  r e p r e s e n t e d  by a p e r i o d i c a l l y  s t a b l e  
s o l u t i o n .  T h e s e  a r e  m a n e u v e r s  o f  t y p e  C ,  E ,  a n d  F ( s e e  S e c t i o n  1 3  
a n d  F i g .  3.12). To t h e  s e c o n d  g r o u p  b e l o n g  t h o s e  m a n e u v e r s  f o r  
w h i c h  i n  t h e  r a n g e  o f  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  ( 4 . 1 )  t h e r e  a r e  
e i g h t  p e r i o d i c  u n s t a b l e  s i n g u l a r  p c i n t s  [ t h e s e  a r e  m a n e u v e r s  o f  A ,  
B a n d  D t y p e s  ( s e e  F i g .  3 . 1 2 1 1 .  

F o r  m a n e u v e r s  o f  t h e  f i r s t  g r o u p  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  a i r c r a f t  
i n  c o n t r o l l e d  f l i g h t  i s  c h a r a c t e r i z e d  i n  f i r s t  o r d e r  by  t h e  s e e m i n g  
e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e  a i l e r o n s ,  i n  p r o p o r t i o n  t o  t h e  a p p r o a c h  o f  
t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  t o  a c r i t i c a l  v a l u e ,  
b e g i n n i n g  t o  d r o p ,  a n d  s i g n i f i c a n t  i n c r e a s e s  i n  t h e  a i l e r o n  d e -  
f l e c t i o n s  l e a d  o n u  t o  a s m a l l  i n c r e a s e  i n  t h e  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  w, ( F i g .  4 . 1 ) .  The t y p e  o f  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  
f o r  t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  a g r a d u a l  
d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  c a r r i e d  o u t  f r o m  t h e  c o n d i t i o n s  o f  f l i g h t  
w i t h  t h e  G - f o r c e  ny  = 2 i s  shown o n  F i g u r e  4 . 2 .  The p a r a m e t e r s  o f  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  t e n d ,  i n  p r o p o r t i o n  t o  d a m p i n g  o f  t h e  o s c i l -  
l a t i o n s ,  t o w a r d  a c e r t a i n  s t e a d y  v a l u e  (wxss, ass, B S s ,  e t c ) ,  w h i c h  
a r e  d e t e r m i n e d  by  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n s ,  a n d  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  
o f  t h e  b a s i c  v a r i a b l e s  h a v e  a s i g n i f i c a n t  o v e r s h o o t  r e l a t i v e  t o  t h e  
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s t e a d y  v a l u e s .  I n  c a r r y i n g  o u t  m a n e u v e r s  o f  t h e  f i r s t  g r o u p  t h e  
r o l l i n g  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  a c c o m p a n i e d  by  l a r g e  c h a n g e s  i n  
t h e  a n g l e s  o f  s i d e  s l i p  a n d  a t t a c k ,  a n d  s i g n i f i c a n t  G - f o r c e s  may 
a f f e c t  t h e  p i l o t  a n d  t h e  d e s i g n  o f  t h e  a i r c r a f t .  / 1 3 3  

The b a s i c  p r o p e r t y  o f  m a n e u v e r s  o f  t h e  f i r s t  g r o u p ,  t h e  s e e m i n g  
d e c r e a s e  i n  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e  a i l e r o n s  w i t h  i n c r e a s e  i n  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  w x ,  i s  e x p l a i n e d  b y  t h e  s i m u l t a n e o u s  e f f e c t  on t h e  
d y n a m i c s  o f  t h e  a i r c r a f t  o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  ( m g )  a n d  t h e  i n -  
e r t i a l  c r o s s  c o u p l i n g s .  S u c h  a n  i n f l u e n c e  c a n  b e  e x p l a i n e d  w i t h  
t h e  h e l p  o f  t h e  f o l l o w i n g  s i m p l e  d i s c u s s i o n .  Due t o  t h e  i n e r t i a l  
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F i g .  4 . 1 .  

i n t e r a c t i o n  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  m o t i o n s  t h e  e f f e c t i v e  
d e g r e e  of t h e  s t a t i c  - s t a b i l i t y  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  m o t i o n  a t  a n  
a n g u l a r  v e l o c i t y  wx seems t o  d e c r e a s e ,  a s  a r e s u l t  o f  w h i c h  c o n -  
d i t i o n s  a r e  c r e a t e d  f o r  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a n  a n g l e  o f  s i d e  s l i p .  
I n  t u r n ,  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p ,  d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  l a t e r a l  
s t a b i l i t y  ( m g  < 0 )  l e a d s  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  a r o l l i n g  moment w h i c h  
i s  b u i l t  u p  w i t h  t h e  r o l l i n g  moment f r o m  t h e  a i l e r o n s  a n d  a f f e c t s  
t h e  s i z e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  w . when t h e  a x i s  o f  t h e  
a i r c r a f t  i n  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  m a n e u v e r  ?: l o c a t e d  a b o v e  t h e  v e l o c -  
i t y  v e c t o r ,  s u c h  a n  i n f l u e n c e  a p p e a r s  i n  t h e  d e c e l e r a t i o n  o f  r o t a -  
t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t .  T h i s  p r o p e r t y  o f  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  i s  
c h a r a c t e r i s t i c  b o t h  f o r  f l i g h t  a t  s u b s o n i c  s p e e d s  when wcl < < u p ,  a n d  
f o r  f l i g h t  a t  s u p e r s o n i c  s p e e d s  when wcl >> w B .  E s p e c i a l l y  s t r o n g l y  
d o e s  t h e  s e e m i n g  l i m i t a t i o n  o f  t h e  e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e  a i l e r o n s  
a p p e a r  w i t h  t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  
when wcl < < w B ,  i . e . ,  a t  s u p e r s o n i c  s p e e d s .  T h i s  i s  d u e  t o  t h e  f a c t  
t h a t  w i t h  s u c h  a r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  c r i t i c a l  v e l o c i t i e s  t h e  a i r -  
c r a f t  h a s  a l e s s e r  s t a b i l i t y  i n  y a w i n g  a n d  w i t h  a r o l l i n g  m a n e u v e r  
c a n  e a s i l y  e s c a p e  t o  l a r g e  a n g l e s  o f  s i d e  s l i p  8 .  L e t  u s  l o o k  i n  
somewha t  g r e a t e r  d e t a i l  a t  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  d e f l e c t i o n  
o f  a i l e r o n s  f r o m  t h e  c o n d i t i o n s  o f  h o r i z o n t a l  f l i g h t .  A t  t h e  b e -  
g i n n i n g  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n  a f t e r  t h e  a i l e r o n s  a r e  d e f l e c t e d ,  
t h e  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  o c c u r s  r e l a t i v e  t o  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  
a x i s  0x1, a s  a r e s u l t  of  w h i c h  t h e  a i r c r a f t  r o t a t e s  a t  t h e  a n g l e  /134 
o f  b a n k  y ,  i t s  a n g l e  o f  a t t a c k  c1 i s  s o m e w h a t  d e c r e a s e d  a n d  t h e  
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a n g l e  of s i d e  s l i p  6 a p p e a r s  d u e  t o  t h e  k i n e m a t i c  r e l a t i o n s h i p  b e -  
t w e e n  a a n d  f3 d u r i n g  t h e  roll w h i c h  may b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  a p -  
p r o x i m a t e  r e l a t i o n s h i p  ( F i g .  4 . 3 ) .  

--I.----- t s e c  

5 10 t s e c  0 

F i g .  4 . 2 .  

From r e l a t i o n s h i p  ( 4 . 2 )  i t  
f o l l o w s  t h a t  i f  t h e  i n i t i a l  v a l u e  
o f  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a0 i s  p o s i -  
t i v e ,  t h e n  w i t h  r o l l i n g  t h e  s i d e  
s l i p  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  d e v e l o p e d  
w i t h  t h e  same s i g ~  as  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  wz. W i t h  m o t i o n  
o f  t h e  a i r c r a f t  w i t h  s i d e  s l i p  t h e  
- moment o f  l a t e r a l  s t a t i c  s t a b i l i t y  
mg a p p e a r s  w h i c h  c o u n t e r a c t s  i t s  
r o l l i n g  r o t a t i o n .  The  p r o c e s s  
d e s c r i b e d  a b o v e  c a n  b e  t r a c e d  o n  
F i g u r e  4 . 2 ,  i n  p a r t i c u l a r ,  t h e  
d e c r e a s e  i n  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  c1 
a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  t r a n s i e n t  
c o n d i t i o n ,  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  
a n g l e  of s i d e  s l i p ,  e t c .  A f t e r  
d a m p i n g  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n  
w i t h  s t e a d y  r o t a t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
a c t e d  on by  t h e  d e f l e c t e d  a i l e r o n s ,  
i t s  a x i s  0x1 a n d  t h e  v e c t o r  o f  

t o t a l  a n g u l a r  v e l o c i t y  r e t a i n  t h e i r  m u t u a l  p o s i t i o n  u n c h a n g e d  and  
move a l o n g  a c o n e  a r o u n d  t h e  v e c t o r  of f l i g h t  v e l o c i t y  ( s e e  F i g .  
4 . 3 , ~ ) ~  i . e . ,  a r e g u l a r  p r e c e s s i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  o b s e r v e d .  

F o r  r o l l i n g  m a n e u v e r s  o f  t h ' e  s e c o n d  g r o u p  ( m a n e u v e r s  o f  A ,  B 
a n d  C t y p e s )  we f i n d  i t  t o  b e  c h a r a c t e r i s t i c  t h a t  t h e r e  i s  a d i s r u p -  
t i o n  o f  t h e  c o n t i n u o u s  d e p e n d e n c e  o f  t h e  a n g l e  of r o l l i n g  v e l o c i t y  / 1 3 5  
o f  t h e  a i r c r a f t  on t h e  a n g l e  o f  a i l e r o n  d e f l e c t i o n  w i t h  a n  i n c r e a s e  
i n  t h e  a i l e r o n  d e f l e c t i o n  ( 6 , )  g r e a t e r  t h a n  a c e r t a i n  v a l u e  ( 6 a  > 
6 a 1 ;  F i g .  4 . 4 ) .  A s  a r e s u l t ,  i n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  m o t i o n  
o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  we o b s e r v e  s u b s t a n t i a l  
c h a n g e s  i n  t h e  i n c r e a s e  o f  a i l e r o n  d e f l e c t i o n .  W i t h  s m a l l  d e f l e c -  
t i o n s  o f  t h e  a i l e r o n ,  t h e  a i r c r a f t  r o t a t e s  a t  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  l e s s  t h a n  t h e  f i r s t  c r i t i c a l  a n d  r e t a i n s  t h e  u s u a l  c h a r -  
a c t e r i s t i c s  o f  c o n t r o l l a b i l i t y .  W i t h  r e l a t i v e l y  l a r g e  d e f l e c t i o n s  
o f  t h e  a i l e r o n s ,  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  o f  t h e  a i r c r a f t ,  d u e  
t o  t h e  e f f e c t s  o f  s i d e  s l i p  a t  t h e  moment o f  l a t e r a l  s t a b i l i t y ,  
b e g i n s  t o  g r o w  s u b s t a n t i a l l y  a n d  e x c e e d s  t h e  v a l u e  of t h e  s e c o n d  
r o l l i n g  v e l o c i t y  ( F i g .  4 . 5 ) .  I n  t h i s  c a s e ,  p l a c i n g  t h e  a i l e r o n s  
i n t o  a n e u t r a l  p o s i t i o n ,  or e v e n  c h a n g i n g  t h e  s i g n  o f  t h e i r  d e f l e c -  
t i o n ,  d o e s  n o t  a l w a y s  e n d  t h e  r o l l i n g  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t .  A 
p r a c t i c a l  l o s s  i n  c o n t r o l l a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  f o r  t h e  a i l e r o n s  
i s  o b s e r v e d ,  t h e  s o - c a l l e d  s y s t e m  o f  " i n e r t i a l  r o t a t i o n "  o f  t h e  
a i r c r a f t .  The a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  a f t e r  p l a c i n g  t h e  a i l e r o n s  
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i n t o  a n e u t r a l  p o s i t i o n ,  i s  r e t a i n e d  d u e  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  
a n g l e  o f  s i d e  s l i p  a n d  t h e  e f f e c t  o n  t h e  a i r c r a f t  o f  t h e  moment o f  
l a t e r a l  s t a b i l i t y ,  F r o m  t h e  c o n d i t i o n  o f  r e t a i n i n g  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  w x  - wx2 cr i t ,  it  i s  e a s y  t o  f i n d  t h e  v a l u e  r e -  
q u i r e d  for t h i s  a n g l e  o f  s i d e  s l i p .  

-$F- 
a-) 

F i g .  4 . 3 .  

A c c o r d i n g  t o  t h e  v a l u e  of t h e  a n g l e  of s i d e  s l i p  B ,  t h e  /136 
l a t e r a l  G - f o r c e  c a n  b e  a p p r o x i m a t e l y  e v a l u a t e d  w h i c h  a f f e c t s  t h e  
a i r c r a f t  when i t  e n t e r s  i n t o  t h e  s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n .  
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I n  t h i s  e x p r e s s i o n  t h e  e m p i r i c a l  c o e f f i c i e n t  k I I z  t a k e s  i n t o  
a c c o u n t  t h e  d y n a m i c s  of t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n  [ t h e  o v e r s h o o t  f o r  
t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  ( k 1 1 ,  = 1 . 5  - 2 1 1 .  

Fig. 4 . 4  

fil P <<3, 

F i g .  4 . 5  

F i g .  4 . 6  /137 
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The c h a r a c t e r  o f  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  
m a n e u v e r s  c a r r i e d  o u t  f r o m  c o n d i t i o n s  of  f l i g h t  w i t h  a n e g a t i v e  
G - f o r c e  (a0 < O ) ,  d e p e n d s  o n  t h e  s i m u l t a n e o u s  i n f l u e n c e  on t h e  
s i m u l t a n e o u s  i n f l u e n c e  on t h e  d y n a m i c s  of t h e  a i r c r a f t  o f  t h e  i n -  
e r t i a l  c r o s s  c o u p l i n g  a n d  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  mi w h i c h  i n  t h i s  
ca se  i s  n o t  d e c e l e r a t e d ,  b u t  on t h e  c o n t r a r y  f a c i l i t a t e s  g r o w t h  
o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  The o c c u r r e n c e  o f  t h e  i n i t i a l  
s i d e  s l i p ,  w h i c h  f a c i l i t a t e s  g r o w t h  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  
i s  c a u s e d  by  t h e  k i n e m a t i c  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  a n g l e s  o f  a t -  
t a c k  a n d  s i d e  s l i p  d u r i n g  r o l l i n g .  I n  f a c t ,  a s  n o t e d  a b o v e ,  a t  
t h e  f i r s t  moment a f t e r  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s ,  r o t a t i o n  o f  t h e  
a i r c r a f t  o c c u r s  r e l a t i v e  t o  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s  0x1 a n d  t h e  a i r -  
c r a f t  r o t a t e s  a t  a n  a n g l e  o f  b a n k  y ,  d u e  t o  w h i c h  t h e r e  a p p e a r s  
t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  6 ,  w h i c h  i s  d e t e r m i n e d  by  a p p r o x i m a t e  r e -  
l a t i o n s h i p  ( 4 . 2 ) .  The  a n g l e  of s i d e  s l i p  6 c r e a t e s  a moment r e l a -  
t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  0x1: 

I f ,  d u r i n g  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r ,  t h e  i n i t i a l  a n g l e  o f  a t t a c k  of t h e  
a i r c r a f t  c10 i s  n e g a t i v e  t h e  s u p p l e m e n t a r y  a e r o d y n a m i c  moment A M ,  
c a u s e d  b y  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  s i d e  s l i p  h a s  t h e  same s i g n  a s  t h e  
moment f r o m  t h e  a i l e r o n .  A f t e r  d a m p i n g  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n  
a r e g u l a r  p r e c e s s i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  is .  e s t a b l i s h e d  a r o u n d  t h e  
v e l o c i t y  v e c t o r  V ,  i n  w h i c h  c a s e  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  m a j o r  i n -  
e r t i a l  a x i s  OX1 a n d  t h e  v e c t o r  o f  t o t a l  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  r e m a i n s  c o n s t a n t  ( F i g .  4 . 6 ) .  

The m u t u a l  p o s i t i o n  o f  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s  0x1 of  t h e  a$,- 
c r a f t  a n d  t h e  v e c t o r  o f  t o t a l  a n g u l a r  v e l o c i t y  d e p e n d s  on t h e  s i z e  
o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  I f  t h e  v a l u e  - o f  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  s a t i s f i e s  t h e  i n e q u a l i t y  w x  < w i C r i 3 ,  t h e n  t h e  
s t e a d y  v a l u e  o f - t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  n e g a t j v e ,  
i f  t h o u g h  wx > w z c r i t ,  t h e n  t h e  a n g l e  of  a t t a c k  o f  t h e  a i r c r a f t  is 
p o s i t i v e .  I n  b o t h  c a s e s  t h e  a i r c r a f t ,  p r i o r  t o  t h e  r o l l i n g  
m a n e u v e r ,  w a s  t r i m m e d  a t  a n e g a t i v e  a n g l e  o f  a t t a c k .  Wi th  r e s p e c t  /138 
t o  t h i s  l a t t e r  r e s u l t  ( t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  on 
t h e  s i z e  of  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ) ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  make 
a m o r e  d e t a i l e d  a n a l y s i s  o f  t h e  r e a c t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  t o  d e f l e c -  
t i o n  of t h e  e l e v a t o r  d u r i n g  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r s .  

18. R e a c t i o n  o f  an A i r c r a f t  t o  D e f l e c t i o n  o f  t h e  E l e v a t o r  
d u r i n g  R o l l  i n g  Maneuver s  

L e t  u s  l o o k  a t  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  r e a c t i o n  o f  a n  a i r c r a f t ,  
i n  a n g l e  o f  a t t a c k  f o r  d e f l e c t i o n  o f  t h e  e l e v a t o r ,  o n  t h e  s i z e  o f  
t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  d u r i n g  m a n e u v e r s .  The s o u g h t  r e l a t i o n -  
s h i p  b e t w e e n  a a n d  A m z 6 e  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  s t a t i c  d e r i v a t i v e  

A $ g e ,  t h e  f o r m u l a  f o r  w h i c h  w a s  g i v e n  i n  T a b l e  2 .  L e t  u s  w r i t e  

t h i s  r e l a t i o n s h i p  a n d  d e t e r m i n e  i t s  b a s i c  p r o p e r t i e s .  
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( 4 . 4 )  

For s i m p l i f i c a t i o n ,  i f  w e  i g n o r e  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  i n -  
f l u e n c e  of d a m p i n g  a n d  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  
f r e e  t e r m  of  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  A 0  ( s e e  T a b l e  2 )  w e  f i n d  

( 4 . 5 )  

For r e l a t i o n s h i p  ( 4 . 5 )  t h e r e  f o l l o w s  t h e  q u i t e  i n t e r e s t i n g  
r e s u l t  w h i c h  i n c l u d e s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  r e a c t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i n  
a n g l e  o f  a t t a c k  ( n o r m a l  G - f o r c e )  t o  d e f l e c t i o n  o f  t h e  e l e v a t o r  
d u r i n g  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  i n  f i r s t  o r d e r  d e p e n d s  o n  t h e  r e l a t i o n -  
s h i p  b e t w e e n  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  a n d  t h e  c r i t i c a l  a n g l e  
o f  v e l o c i t y  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  p i t c h i n g  m o t i o n  (w,). I n  t h o s e  
c a s e s  when t h e  v a l u e - o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  s a t i s f i e s  
t h e  i n e q u a l i t y  wx < wa, w i t h  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r s  n o r m a l  a g r e e m e n t  
i s  r e t a i n e d  b e t w e e n  d e f l e c t i o n  o f  t h e  e l e v a t o r  a n d  i n c r e a s e - i n  t h e  
a n g l e  o f  a t t a c k  o f  t h e  a i r c r a f t .  I n  t h o s e - c a s e s  when wx > w a y  t h e  
s i g n  i n  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  a s s  a n d  Am, i s  c h a n g e d  t o  t h e  
o p p o s i t e .  The c h a n g e  i n  t h e  a g r e e m e n t  o f  t h e  s i g n s  o f  a s s  a n d  A m ,  
i s  e x p l a i n e d  by  t h e  f a c t  t h a t  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  w h i c h  i s  
f i r s t  t r i m m e d  a t  a p o s i t i v e  a n g l e  o f  a t t a c k ,  w i t h  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  e x c e e d i n g  t h e  v a l u e  o f  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l  v e l o c i t y ,  o c -  
c u r s  w i t h  a n e g a t i v e  n o r m a l  G - f o r c e  a n d  w i t h  t r i m  o f  t h e  a i r c r a f t  
a t  a n e g a t i v e  a n g l e  o f  a t t a c k  w i t h  a p o s i t i v e  G - f o r c e .  L e t  u s  l o o k  
a t  t h e  r e a s o n s  f o r  s u c h  a c h a n g e  i n  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  
i n c r e a s e  i n  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a s s  a n d  A%;. A s  n o t e d  i n  S e c t i o n  
6 ,  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  d u e  
t o  t h e  k i n e m a t i c  i , n t e r r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  a a n d  B i n  a c e r t a i n  /139 
s e n s e  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e  m o t i o n  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a n  e x t e r n a l  
p e r i o d i c  e f f e c t .  When t h e  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  
a p p r o a c h e s  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  o s c i l l a t i o n s  
o f  a n  a i r c r a f t ,  t h e r e  b e g i n s  a phenomenon  w h i c h  i s  s i m i l a r  t o  
r e s o n a n c e .  J u s t  a s  w i t h  a n y  r e s o n a n c e  t h e  r e a c t i o n  o f  a n  o b j e c t  t o  
d i s t u r b a n c e  a t  a f r e q u e n c y  l e s s  t h a n  t h e  r e s o n a n c e  f r e q u e n c y  h a s  a 
r e g u l a r  s i g n  a n d  a t  h i g h e r  f r e q u e n c i e s  t h e r e  i s  a p h a s e  l a g  by  180° 
a n d  c o n s e q u e n t l y  t h e  s i g n  o f  t h e  r e a c t i o n  c h a n g e s .  An a n a l o g o u s  
phenomenon  i s  o b s e r v e d  a l s o  d u r i n g  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  o f  a n  a i r -  
c r a f t .  A t  t h i s  t i m e  t h e r e  i s  s t i l l  n o  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  l e s s  
t h a n  t h e  r e s o n a n c e  f r e q u e n c y  e q u a l  t o  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t y  
(w,); t h e  r e a c t i o n  - o f  t h e  a i r c r a f t ,  f o r  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k ,  t o  t h e  
e x t e r n a l  moment Am, h a s  a n o r m a l  s i g n ;  w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  
a n g l e  o f  v e l o c i t y  wx t h e  s i g n  o f  t h e  i n c r e a s e  i s  c h a n g e d  t o  t h e  
r e v e r s e .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  s i m i l a r  s u c h  p r o p e r t i e s  w i l l  b e  p o s -  
s e s s e d  b y  t h e  r e a c t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  d u r i n g  t h e  a n g l e  o f  s i d e  
s l i p  w i t h  c o n t r o l  b y  t h e  r u d d e r .  ( T h i s  p r o b l e m  i s  s t u d i e d  i n  Chap-  
t e r  V I .  
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I n  a l l  o f  t h e  d i s c u s s i o n s  g i v e n  a b o v e  t h e  p r e s e n c e  i n  t h e  a i r -  
c r a f t  of  d a m p i n g  h a s  n o t  b e e n  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  s i n c e  i t  somewha t  
c o m p l i c a t e s  t h e  p i c t u r e  o f  t h e  m o t i o n  p r e s e n t e d  a b o v e .  I n  f a c t ,  
i t  i s  e a s y  t o  p r o v e  t h a t  d u e  to t h e  p r e s e n c e  o f  d a m p i n g ,  i n  t h e  
c a s e  when t h e  i n e q u a l i t y  w e  w a  i s  s a t i s f i e d ,  t h e  f r e e  t e r m  o f  t h e  
c h a r a c t e r L s t i c  e q u a t i o n  A 0  v a n i s h e s  a t  v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  
- v e l o c i t y  wx l a r g e r  t h a n  t h e  n u m e r a t o r  o f  e x p r e s s i o n  ( 4 . 4 )  a n d  when 
W B  > > w a  - a t  sma l l e r  v a l u e s  o f  w,. A s  a r e s u l t ,  . t h e  f o r m  o f  t h e  
f u n c t i o n  A:& (w,) d e p e n d s  on t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  c r i t i c a l  

a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  w a  a n d  WB ( F i g .  On F i g u r e  4 . 7  t h e  
d o t t e d  l i n e  s h o w s  t h e  r e s p e c t i v e  f u n c t i o n s  f o r  a n  a i r c r a f t  n o t  p o s -  
s e s s i n g  d a m p i n g .  W e  m u s t  a d d i t i o n a l l y  n o t e  t h a t  t h e  r e a c t i o n  of  
a n  a i r c r a f t  f o r  t h e  a n g u l a r  p i t c h i n g  v e l o c i t y  w z  t o  d e f l e c t i o n  o f  
t h e  e l e v a t o r  r e t a i n s  t h e  r e g u l a r  a g r e e m e n t  f o r  a l l  v a l u e s  o f  t h e  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s .  o n  F i g u r e  4 . 7  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  i n  
t h e  c a s e  when t h e  i n e q u a l i t y  w a  << W B  i s  s a t i s f i e d ,  t h e  c h a n g e  i n  
t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  o f  t h e  a i r c r a f t  d u r i n g  a r o l l i n g  m a n e u v e r  g r o w s  
s u b s t a n t i a l l y  w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  
W i t h  s u c h  a r e l a t i o n s h i p  of t h e  c r i t i c a l  v e l o c i t i e s  t h e  r o l l i n g  
m a n e u v e r s  o f  a n  a i r c r a f t  are a c c o m p a n i e d  by  l a r g e  n o r m a l  G - f o r c e s .  
I n  t h e  same c a s e  when W B  < < w a y  t h e  c h a n g e  i n  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  
of a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  w i t h  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c -  
i t i e s  l e s s  t h a n  t h e  f i r s t  c r i t i c a l  a r e  p r a c t i c a l l y  i n d e p e n d e n t  o f  
t h e  s i z e  o f  wx. I n  t h e s e  c a s e s  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r s  a r e  a c c o m p a n i e d  
b y  s m a l l  c h a n g e s  i n  t h e  n o r m a l  G - f o r c e s .  

- e 
4 . 7 ) .  

T h u s  w i t h  t h e  m o t i o n  of a n  a n g u l a r  v e l o c i t y  e x c e e d i n g  t h e  
s e c o n d  c r i t i c a l  w h i c h  may b e  v a l i d  when t h e  a i r c r a f t  e n t e r s  i n t o  
a s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n ,  t o  d e c r e a s e  t h e  n o r m a l  G - f o r c e s  t h e  
p i l o t  m u s t  o p e r a t e  t h e  e l e v a t o r  d i r e c t l y  o p p o s i t e  t o  t h e  n o r m a l ,  
i . e . ,  w i t h  m o t i o n  i n v o l v i n g  a p o s i t i v e  G - f o r c e ,  t o  d e c r e a s e  i t  h e  
m u s t  move t h e  c o n t r o l  s t i c k  t o w a r d  h i m s e l f ,  w h e r e a s  w i t h  a n e g a t i v e  
G - f o r c e  h e  m u s t  move i t  a w a y .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  s u c h  a c t i o n s  a r e  
u n u s u a l  for t h e  p i l o t  a n d  c o m p l i c a t e ,  a n d  s o m e t i m e s  make i m p o s s i b l e ,  
p i l o t i n g  t h e  a i r c r a f t .  An a d d i t i o n a l  c o m p l i c a t i o n  i s  t h e  f a c t  t h a t  / 1 4 0  
t h e  a i r c r a f t  u n d e r  c o n d i t i o n s  o f  m o t i o n  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  
(G, > o e c r i t )  h a s  a l s o  a r e v e r s e  r e a c t i o n  f o r  t h e  a n g l e  o f  s i d e s l i p  
t o  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r .  

- 

L e t  u s  l o o k  b r i e f l y  a t  a n  e v a l u a t i o n  o f  t h e  a n g l e s  o f  s i d e  
s l i p  w h i c h  o c c u r  d u r i n g  a r o l l i n g  m a n e u v e r  w i t h  s i m u l t a n e o u s  d e -  
f l e c t i o n  of  t h e  e l e v a t o r .  The p h y s i c a l  r e a s o n s  f o r  t h e  o c c u r r e n c e  
o f  a n  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  d u r i n g  a r o l l i n g  m a n e u v e r  a n d  d e f l e c t i o n  
o f  t h e  e l e v a t o r  a r e  d u e  t o  t h e  g y r o s c o p i c  p r o p e r t i e s  o f  a r o t a t i n g  
a i r c r a f t  a n d  a r e  b r i e f l y  a n a l y z e d  i n  S e c t i o n  6 .  A n a l o g o u s  t o  a 
g y r o s c o p e ,  u n d e r  t h e  i n f l u e n c e  of t h e  moment A m z  t h e  a i r c r a f t  p r e -  
c e s s e s  i n  a n  o r t h o g o n a l  d i r e c t i o n .  U s i n g  T a b l e  2 l e t  u s  l o o k  a t  
t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  s t a t i c  d e r i v a t i v e  A k 6 e ,  w h i c h  r e l a t e s  t h e  

v a l u e  o f  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  B t o  t h e  moment o f  t h e  e l e v a t o r  - 
‘mz6e: 

1 2 8  
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- From r e l a t i o n s h i p  ( 4 . 6 )  i t  f o l l o w s  t h a t  b e t w e e n  t h e  v a l u e s  
Am, a n d  B s s  t h e r e  i s  a u n i q u e  r e l a t i o n s h i p  t h a t  i s  i n d e p e n d e n t  o f  
t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  o f  
t h e  a i r c r a f t  ( s e e  F i g .  4 . 8 ) .  

An a n a l o g o u s  d e p e n d e n c e  o f  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  / 1 4 1  
a s s  a n d  s i d e  s l i p  B s s  o n  t h e  v a l u e  of  wx i s  v a l i d  i f  w e  l o o k  a t  
r o l l i n g  m a n e u v e r s  c a r r i e d  o u t  f r o m  t h e  c o n d i t i o n s  o f  h o r i z o n t a l  
f l i g h t  w i t h  a n  a n g l e  of  a t t a c k  a0 ( s e e  T a b l e  2 ) .  

On t h e  b a s i s  o f  t h e  d i s c u s s i o n  g i v e n  a b o v e  w e  n o t e  t h e  f o l -  
l o w i n g  b a s i c  r u l e s  f o r  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  
s l i p  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s .  D u r i n g  - r o l l i n g  m a -  
n e u v e r s  o f  a n  a i r c r a f t  when t h e  i n e q u a l i t y  w a  >> w~ i s  s a t i s f i e d  
( t h e  r e l a t i o n s h i p  i s  c h a r a c t e r i s t i c  of  s u p e r s o n i c  f l y i n g  s p e e d s )  
a n d  m o t i o n  o c c u r s  a t  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  l e s s  t h a n  t h e  f i r s t  
c r i t i c a l ,  c h a n g e s  i n  t h e  n o r m a l  G - f o r c e s  ( a n g l e s  o f  a t t a c k  a) a r e  
s m a l l  a n d  t h e  b a s i c  l o a d s  a c t i n g  on t h e  a i r c r a f t  a r e  a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  l a t e r a l -  G - f o r c e s  ( a n g l e s  of s i d e  s l i p  6 ) .  
D u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  when w a  < < w e  ( t h e  r e l a t i o n s h i p  i s  c h a r a c -  
t e r i s t i c  o f  s u b s o n i c  f l y i n g  s p e e d s ) ,  b o t h  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  
s i d e  s l i p  may g r o w  s u b s t a n t i a l l y ,  i . e . ,  t h e  n o r m a l  a n d  l a t e r a l  G -  
f o r c e s .  

I t  t h e n  f o l l o w s  t h a t  t h e  r e a c t i o n  of, a n  a i r c r a f t  f o r  t h e  a n g l e  
o f  a t t a c k  t o  d e f l e c t i o n  o f  t h e  e l e v a t o r  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  
d e p e n d s  o n l y  o n  t h e  s i z e  0.f t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  e l e v a t o r  a n d  t h e  
v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  b u t  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  
d i r e c t i o n  o f  roll ( t h e  s i g n  of t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ) .  T h i s  
i s  e x p l a i n e d  by  t h e  f a c t  t h a t  t h e  d e p e n d e n c e  AZs (A:()) i s  a n  e v e n  

f u n c t i o n  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  w X  ( s e e  T a b l e  2 ) .  
e - 

1 9 .  E f f e c t  o f  t h e  Dependence  o f  L a t e r a l  S t a b i l i t y  on t h e  Ang le  
o f  A t t a c k  f o r  C o n t r o l  o f  a n  A i r c r a f t  by A i l e r o n s  a n d  E l e v a t o r .  

One o f  t h e  b a s i c  a s s u m p t i o n s  w h i c h  we f i n d  o u r s e l v e s  c o n f r o n t -  / l 4 2  
i n g  c o n c e r n i n g  t h e  p r o b l e m s  s o l v e d  a b o v e  w a s  t h e  a s s u m p t i o n  a s  t o  
t h e  l i n e a r i t y  o f  t h e  a e r o d y n a m i c  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  a i r c r a f t .  I n  
f a c t ,  a s  w e  know,  a n  e n t i r e  s e r i e s  o f  a e r o d y n a m i c  d e r i v a t i v e s  o f  
s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  d e p e n d  s u b s t a n t i a l l y  o n  t h e  a n g l e  o f  a t -  

t a c k .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  d e r i v a t i v e s  
o f  s t a b i l i t y  mg, m B ,  m g ,  m i e  may d e p e n d  
s u b s t a n t i a l l y  o n  t K e  a n g l e  o f  a t t a c k  o f  
a n  a i r c r a f t .  4’ 

\ 
-a* - Not a l l  s u c h  l i n e a r  d e p e n d e n c e s  

e x e r t  a s i g n i f i c a n t  i n f l u e n c e  on t h e  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  
m a n e u v e r s ,  h o w e v e r  t h e  e f f e c t  o f  s e v e r a l  
n o n l i n e a r  d e p e n d e n c e s  o f  t h e  a e r o d y n a m i c  
c o e f f i c i e n t  may q u a l i t a t i v e l y  c h a n g e  t h e  

w 
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o v e r a l l  p i c t u r e  o f  i t s  m o t i o n  a n d  m u s t  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  i n  t h e  
c a l c u l a t i o n .  The  m o s t  s u b s t a n t i a l  i n  t h i s  r e s p e c t  i s  t a k i n g  i n t o  
a c c o u n t  t h e  n o n l i n e a r  d e p e n d e n c e s  o f  t h e  a e r o d y n a m i c  d e r i v a t i v e s  
w h i c h  e n t e r  i n t o  t h e  e q u a t i o n  o f  moments  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  
a x i s  o f  t h e  a i r c r a f t  (0x1). T h i s  i s  c a u s e d  by  t h e  l a r g e  e f f e c t  o n  
t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  o f  t h e  v a . l u e  o f  t h e  a n g l e  of  r o l l i n g  
v e l o c i t y .  One o f  t h e  b a s i c  a e r o d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a n  a i r -  
c r a f t  i s  t h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  moment o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  f o r  
t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  mi, w h i c h  e s p e c i a l l y  a t  s u b s o n i c  f l y i n g  
s p e e d s  may s u b s t a n t i a l l y  d e p e n d  o n  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  of t h e  a i r -  
c r a f t .  T h i s  d e p e n d e n c e  i n  c e r t a i n  i n s t a n c e s  e x e r t s  a q u a l i t a t i v e  
i n f l u e n c e  o n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  
m a n e u v e r s .  

L e t  u s  l o o k  a t  t h e  d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  
c o n t r o l  b y  t h e  a i l e r o n s  a n d  e l e v a t o r  i n  t h o s e  c a s e s  when t h e  d e r i v a -  
t i v e  o f  t h e  moment o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  m$ d e p e n d s  o n  t h e  a n g l e  
of a t t a c k .  The s u b s t a n t i a l  d e p e n d e n c e  o f  t h e  moment o f  l a t e r a l  
s t a b i l i t y  on t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  i s  e s p e c i a l l y  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  
f l i g h t  a t  s u b s o n i c  s p e e d s ;  a t  s u p e r s o n i c  s p e e d s  i t  a p p e a r s  c o n s i d e r -  
a b l y  m o r e  w e a k l y  or s i m p l y  d o e s  n o t  o c c u r  a t  a l l .  A t y p i c a l  d e -  
p e n d e n c e  m$(a) f o r  a n  a i r c r a f t  w i t h  s w e p t  w i n g s  i s  shown on F i g u r e  
4 . 9 .  A c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h i s  d e p e n d e n c e  i s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  
d e r i v a t i v e  of t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  m$ i s  n e g a t i v e  for s t a b l e  a i r -  
c r a f t ;  a t  n e g a t i v e  a n g l e s  o f  a t t a c k  t h e  s i g n  c h a n g e s  t o  t h e  o p p o s i t e  
a n d  b e c o m e s  p o s i t i v e .  P h y s i c a l l y  t h i s  phenomenon i s  a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  m a n i f e s t a t i o n  o f  t h e  f o r c e s  on a 
s w e p t  w i n g  a n d  may b e  e x p l a i n e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  d i s c u s s i o n s .  L e t  
u s  l o o k  a t  a s i m p l i f i e d  p i c t u r e  o f  t h e  o c c u r r e n c e  o f  a l a t e r a l  /143 
moment o n  a n  a i r c r a f t  w i t h  a s w e p t  w i n g .  Wi th  t h e  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  w i t h  s i d e  s l i p  ( F i g .  4.10), i t s  r i g h t  a n d  l e f t  w i n g s  h a v e  
d i f f e r e n t  e f f e c t i v e  s w e e p s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c u r r e n t .  I n  t h i s  
c a s e  t h e  w i n g  on w h i c h  t h e  a i r c r a f t  s l i p s  h a s  a s m a l l e r  s w e e p  a n d  
c o n s e q u e n t l y  t h e  c o m p o n e n t  n o r m a l  t o  t h e  w i n g  o f  t h e  s p e e d  of t h e  
c u r r e n t  w h i c h  c r e a t e s  t h e  b a s i c  p a r t  o f  t h e  l i f t  g r o w s .  A s  a r e s u l t  
t h e  s i z e  o f  t h e  l i f t  on t h e  w i n g  w i t h  t h e  s m a l l e r  a n g l e  o f  s w e e p  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c u r r e n t  g r o w s  i n  c o m p a r i s o n  t o  i t s  own mean 

F i g .  4 . 1 0  
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v a l u e  and. on t h e  w i n g  w i t h  t h e  l a r g e r  a n g l e  o f  s w e e p  i t  d e c r e a s e s ,  
t h u s  l e a d i n g  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  a l a t e r a l  moment .  From t h e  d i s -  
c u s s i o n s  a b o v e  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  s i g n  o f  t h e  l a t e r a l  moment d e -  
p e n d s  on t h e  s i g n  o f  t h e  mean v a l u e  o f  t h e  l i f t  o f  t h e  w i n g s  d u r i n g  
s i d e  s l i p .  For a p o s i t i v e  a n g l e  o f  a t t t a c k  (0.0 > 0 )  m i  < 0 a n d  f o r  
a n e g a t i v e  a n g l e  o f  a t t a c k  ( a 0  < 0 )  mg > 0 .  The  i n f l u e n c e  o f  t h e  
f u s e l a g e ,  a l a t e r a l  V-wing a n d  o t h e r  f a c t o r s  w h i c h  were  n o t  t a k e n  
i n t o  a c c o u n t  a b o v e  s o m e w h a t  c o m p l i c a t e  t h e  p i c t u r e  o f  t h e  m a n i f e s t a -  
t i o n  of  t h e  l a t e r a l  moment ,  h o w e v e r  t h e  b a s i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  
f u n c t i o n  mg(a) i n  s u c h  c a s e  a r e  u s u a l l y  r e t a i n e d .  

I n  t h e  p r e s e n t  s e c t i o n ,  i n  a n a l y z i n g  t h e  s p a t i a l  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  t h e  n o n l i n e a r i t y  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  o n l y  o f  t h e  a e r o -  
d y n a m i c  moment o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  mg(a), a l t h o u g h  w e  know 
t h a t  t h e  o t h e r  a e r o d y n a m i c  moments  a n d  f o r c e s  i n  a number  o f  c a s e s  
d e p e n d  s u b s t a n t i a l l y  o n  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k .  H o w e v e r ,  t h e s e  n o n -  
l i n e a r i t i e s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  a s  a r u l e  l e a d  m a i n l y  t o  a q u a n t i -  
t a t i v e  c h a n g e  i n  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  I n  a 
c e r t a i n  s e n s e  t h e  e x c e p t i o n  c o n s i s t s  o f  a e r o d y n a m i c  moments  w h i c h  
e n t e r  i n t o  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  t h e  e q u a t i o n  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  I n  f a c t  t h e  p r e s e n c e  o f  l a t e r a l  s t a b i l i t y  
o f  a n  a i r c r a f t  may i n  some i n s t a n c e s  l e a d  e i t h e r  t o  a l o s s  i n  t h e  
s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  r o l l i n g ,  or t o  t h e  a p p e a r a n c e  
o f  a s t a b l e  r o t a t i o n  when t h e  a i l e r o n s  a r e  p l a c e d  i n t o  n e u t r a l  
p o s i t i o n .  A s  w a s  shown  a b o v e  t h e  e x i s t e n c e  i n  t h e  a i r c r a f t  o f  a /144 
moment o f  l a t e r a l  s t a b i l i t y  m g  l e a d s  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  s u b s t a n t i a l  
d i f f e r e n c e s  i n  t h e  b e h a v i o r  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  
a s  a f u n c t i o n  of t h e  c o n d i t i o n s  o f  i t s  t r i m  a n d  t h e  l o n g i t u d i n a l  
p l a n e .  
a d d i t i o n a l l y  c o m p l i c a t e s  t h e  p i c t u r e  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  
r o l l i n g .  W i t h  r e s p e c t  t o  t h i s ,  i n  t h e  p r e s e n t  s e c t i o n  i n  a n a l y z i n g  
t h e  c o n t r o l  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  a i l e r o n s  a n d  e l e v a t o r  t a k i n g  i n t o  
a c c o u n t  t h e  f u n c t i o z  m B ( a )  t h e  m a j o r  a t t e n t i o n  w i l l  b e  p a i d  t o  i n -  
v e s t i g a t i n g  t h e  p o s s i b i l i t i e s  o f  l o s s  o f  c o n t r o l l a b i l i t y  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  i n v o l v i n g  t h e  a i l e r o n s  d u r i n g  s t r o n g  r o l l i n g  when t h e  a n g l e  
o f  r o l l i n g  v e l o c i t y  e x c e e d s  t h e  v a l u e  o f  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l ,  ; . e ,  
t o  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  s y s t e m s  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  
w i l l  a p p e a r .  The  i n v e s t i g a t i o n s  w i l l  b e  c a r r i e d  o u t  f o r  t w o  c a s e s :  
t h e  ca se  when t h e  c r i t i c a l  a n g l e  o f  r o l l i n g  v e l o c i t y  c o r r e s p o n d i n g  
t o  t h e  p i t c h i n g  m o t i o n  (Ea  << w ) i s  t h e  s m a l l e r ,  a n d  t h e  ca se  when 
- t h e  s m a l l e r  c r i t i c a l  v e l o c i t y  i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  y a w i n g  m o t i o n  
w a  > > w g ) .  A s  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  i n v e s t i g a t i o n s  c a r r i e d  o u t  b e l o w  
w i l l  s h o w ,  t h e  d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a n  a i r c r a f t  i n  t h e s e  t w o  
c a s e s  a r e  d i f f e r e n t .  

The d e p e n d e n c e  o f  t h e  v a l u e  m! o n  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a 

z 

r! 

The n o n l i n e a r  f u n c t i o n  m , ( B ,  a )  w i l l  b e  a p p r o x i m a t e d  b y  t h e  
f o l l o w i n g  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a  w h i c h  u s u a l l y  d e s c r i b e s  t h e  c h a r a c t e r -  
i s t i c s  o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  q u i t e  w e l l .  
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A n a l y s i s  o f  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  s y s t e m s  o f  a i r c r a f t  m o t i o n  
w i l l  d e v e l o p  w i t h  l o s s e s  i n  c o n t r o l l a b i l i t y  by t h e  a i l e r o n s  ( s y s t e m s  
o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n )  w i l l  b e  g i v e n  i n  t w o  s t a g e s .  F i r s t ,  l e t  u s  
c i t e  c r i t e r i a  w h i c h  p e r m i t t e d  e v a l u a t i n g  t h e  p o s s i b i l i t i e s  o f  t h e  
d e v e l o p m e n t  o f  s u c h  m o t i o n  i n  a s i m p l i f i e d  f o r m u l a t i o n  when i t  i s  
a s s u m e d  t h a t  m& i s  s m a l l  ( m &  - 0 )  a n d  m x ( c r ,  8 )  m $ @ - c x . 8  a n d  t h e n  
i n  t h e  n e x t  s e c t i o n  w e  l o o k  b r i e f l y  a t  t h e  p o s s i b i l i t i e s  o f  r e f i n i n g  
t h e  c r i t e r i a  o b t a i n e d  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  a n  a r b i t r a r y  m g o .  

C h a r a c t e r i s t i c s  o f  C o n t r o l  o f  an A i ~ c r a f t  w i t h  
A i l e r o n s  w h e n  wcr w B  

The r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  tke v a l u e s  o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  
v e l o c i t i e s  when t h e  i n e q u a l i t y  wcr << w~ i s  s a t i s f i e d ,  u s u a l l y  c o r r e -  
s p o n d s  t o  f l i g h t  o f  a n  a i r c r a f t  a t  s u b s o n i c  s p e e d s .  A s  w a s  shown 
a b o v e ,  a q u i t e  c o n v e n i e n t  c h a r a c t e r i s t i c  w h i c h  p e r m i t s  f i n d i n g  t h e  
b a s i c  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  c o n t r o l l e d  f l i g h t  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  
s p a t i a l  m a n e u v e r s  i s  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  r e q u i r e d  d e f l e c t i o n  o f  
t h e  a i l e r o n s  on t h e  s i z e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  S u c h  a 
d e p e n d e n c e  i n  p a r t i c u l a r  p e r m i t s  i n v e s t i g a t i n g  a s  t o  w h e t h e r  t h e  
c o n t r o l l a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  m a i n t a i n e d  when t h e  a i l e r o n s  a r e  
p l a c e d  i n t o  n e u t r a l  p o s i t i o n  or w h e t h e r  i n s t a n c e s  a r e  p o s s i b l e  when 
t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  i n  s u c h - c a s e s  i s  n o t  d e c r e a s e d  t o  a / 1 4 5  
z e r o  v a l u e .  T o  f i n d  t h e  f u n c t i o n s  Am,(w,), we u s e d  t h e  f o r m u l a s  
f o r  t h e  e q u i l i b r i u m  o f  moment s  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s .  

( 4 . 7 )  

The v a l u e s  a s s ,  B s s  may b e  f o u n d  u s i n g  t h e  " s t a t i c  d e r i v a t i v e s " ,  
t h e  f o r m u l a s  f o r  w h i c h  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  2 ,  f r o m  t h e  f o l l o w i n g  
r e l a t i o n s h i p s :  

( 4 . 9 )  

( I n  r e l a t i o n s h i p s  ( 4 . 8 1 ,  ( 4 . 9 )  
o n l y  t h e  b a s i c  t e r m s  a r e  r e -  
t a i n e d ) .  E x a m p l e s  o f  t h e  
d e p e n d e n c e s  o f  t h e  s t a t i c  
d e r i v a t i v e s  A E o  a n d  Ago on 
t h e  s i z e  o f  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  a r e  g i v e n  
o n  F i g u r e s  4 . 1 1  a n d  4 . 1 2 .  
The c h a r a c t e r  o f  t h e  c h a n g e  
i n  t h e  s t a t i c  d e r i v a t i v e s  
A $ ~ ~ ,  A A ~ ,  a r e  a n a l o g o u s .  F i g .  4 . 1 1 .  
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The  f o r m  o f  t h e  d e p e n d e r i c e s  Am,(w,> i s  d e t e r m i n e d  b y  w h e t h e r  or 
n o t  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  of  t h e  a i r c r a f t  m i ( a )  f a c i l i t a t e s  d e v e l o p -  
m e n t  o f  roll or, o n  t h e  c o n t r a r y ,  i n h i b i t s  i t .  T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  
t h a t  u s u a l l y  t h e  d e r i v a t i v e  m g p  < 0 
( 4 . 7 )  i s  e a s y  t o  d e t e r m i n e  t h e  c o n d i t i o n s  f o r  w h i c h  t h e  l a t e r a l  
s t a b i l i t y  f a c i l i t a t e s  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  roll o f  a n  a i r c r a f t .  I t  
i s  o b v i o u s  t h a t  o n l y  u n d e r  s u c h  c o n d i t i o n s  i s  a s y s t e m  o f  i n e r t i a l  
r o t a t i o n  p o s s i b l e .  I n  o r d e r  t h a t  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  o f  t h e  
a i r c r a f t  f a c i l i t a t e  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  roll, i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  
t h e  moment f r o m  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  h a v e  t h e  same 
s i g n  a s  t h e  moment f r o m  t h e  a i l e r o n s ,  w h i c h  d o e s  h a p p e n  when t h e  
f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p  i s  s a t i s f i e d  b e t w e e n  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a /146 
a n d  s i d e  s l i p  B o f  t h e  a i r c r a f t  ( i n  a s t e a d y  s y s t e m  b e t w e e n  a s s  a n d  

( s e e  F i g .  4 . 9 > ,  f r o m  F o r m u l a  

B s s > :  

(4.10) 

B Where ( - a s : )  i s  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  i n  w h i c h  m,(-cl::) = 0 ( s e e  F i g .  
4 . 9 ) .  

F i g .  4 . 1 2 .  

The r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  
t h e  a n g l e s  a a n d  B ,  f o r  w h i c h  
t h e  i n e q u a l i t y  h a s  t h e  o p p o -  

. s i t e  s i g n ,  c o r r e s p o n d s  t o  a 
d e c e l e r a t i o n  e f f e c t  o f  t h e  
l a t e r a l  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  on t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y .  From F i g u r e s  4 . 1 1  
a n d  4 . 1 2 ,  i t  f o l l o w s  t h a t  
when t h E  v a l u e  as: i s  n o t  v e r y  
h i g h  ( m x O  - 0 1 ,  c o n d i t i o n  
( 4 . 1 0 )  f o r  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  n e a r  b o t h  t o  t h e  
f i r s t  a n d  s e c o n d  c r i t i c a l  
r o l l i n g  v e l o c i t i e s ,  i s  n o t  - 

s a t i s f i e d  e i t h e r  for s u c h  v a l u e s  o f  t h e  o r i g i n a l  t r i m  a n g l e  o f  a t -  
t a c k  a. ( t h e  same i s  t r u e  a l s o  f o r  a n y  v a l u e  o f  Am6,). From t h i s  
t h e r e  f o l l o w s  t h e  q u i t e  i m p o r t a n t  c o n c l u s i o n  t h a t  i n  t h e  r a n g e  o f  
s p a t i a l  m o t i o n s  of  a n  a i r c r a f t  w i t h  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  wx > 

t h e r e  may b e  n o  s i n g u l a r  p o i n t  Khen A m ,  = 0 a n d  o n l y  o n e  s t a b l e  
s i n g u l a r  p o i n t  a t  t h e  o r i g i n  when wx = 0 .  T h i s  m e a n s  t h a t  r e g a r d -  
l e s s  o f  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  e l e v a t o r  d u r i n g  t h e  t i m e  o f  t h e  m a n e u v e r s  
a n d  t h e  s i z e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  p l a c i n g  t h e  a i l e r o n s  
i n t o  n e u t r a l  p o s i t i o n  w i l l  s t o p  t h e  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t .  More- 
o v e r  f r o m  F i g u r e s  4 . 1 1  a n d  4 . 1 2 ,  i t  f o l l o w s  t h a t  for a l l  r o l l i n g  
m a n e u v e r s  t h e  l a t e r a l  moment d u e  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a n g l e s  o f  
a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  l o c a t e d  i n  a g i v e n  r e l a t i o n s h i p  i n h i b i t s  t h e  
d e v e l o p m e n t  o f  t h e  a-ngu-lar r o l l i n g  v e l o c i t y .  A s  a r e s u l t  t h e  
s t a t i c  d e p e n d e n c e  A m , ( w , ) ,  b o t h  f o r  p o s i t i v e  a n d  f o r  n e g a t i v e  t r i m  
a n g l e s  o f  a t t a c k  o f  t h e  a i r c r a f t ,  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  m a n e u v e r  
h a s  f o r  a l l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  l e s s  t h a n  t h e  f i r s t  C r i t i c a l  

- 
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a p o s i t i v e  d e r i v a t ~ v e - a A ~ x / a w x .  On F i g u r e  4 . 1 3  a r e  shown e x a m p l e s  / 1 4 7  
o f  t h e  f u n c t i o n s  Am,(w,) f o r  d i f f e r e n t  c o n d i t i o n s  o f  t r i m  o f  t h e  
a i r c r a f t .  

aEFi, 

4 4 

4 3  

42 

0, ' 
I 

O 

L e t  u s  look b r i e f l y  

F i g .  4 . 1 3  

a t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  s p a t i a l  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  d e f l e c t i o n  o f  a i l e r o n s  c a r r i e d  o u t  f r o m  
t h e  c o n d i t i o n s  o f  h o r i z o n t a l  f l i g h t  ( F i g .  4 . 1 4 ) .  A t  s m a l l  a n g l e s  
o f  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s ,  t h e  s t e a d y  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  d o e s  n o t  e x c e e d . t h e  v a l u e  o f  t h e  f i r s t  c r i t i c a l ,  
i . e . ,  s o l u t i o n s  f o r  t h e  f i r s t  b r a n c h  o f  t h e  s t a t i c  c u r v e  AGx(wx) i s  
r e a l i z e d .  H o w e v e r ,  a t  l a r g e r  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  a i l e r o n s ,  i t  i s  
p o s s i b l e  t o  r e a l i z e  a s o l u t i o n  o f  t h e  s e c o n d  b r a n c h  o f  t h e  s t a t i c  
c u r v e  w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  r o t a t i o n  a t  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  
e x c e e d i n g  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l .  C o m p u t a t i o n s  i n d i c a t e  t h a t  p l a c i n g  
t h e  a i l e r o n s  i n t o  n e u t r a l  p o s i t i o n  s t o p s  t h e  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  ( F i g .  4 . 1 5 ) .  F i g u r e  4 . 1 6  s h o w s  e x a m p l e s  o f  t r a n s i e n t  c o n -  
d i t i o n s  f o r  t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  
e n t r y  i n t o  roll f r o m  t h e  c o n d i t i o n s  o f  f l i g h t  w i t h  n e g a t i v e  G - f o r c e  
( " 0  = a h . f . / 2 ) .  I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  " e s c a p e "  of t h e  a i r -  
c r a f t  t o  l a r g e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s ,  e x c e e d i n g  t h e  s e c o n d  
c r i t i c a l ,  i n  t h i s  c a s e  i s  s i g n i f i c a n t l y  m o r e  s i m p l e  t h a n  d u r i n g  
r o l l i n g  m a n e u v e r s  w i t h  p o s i t i v e  o r i g i n a l  G - f o r c e s  ( e x p l a i n e d  by  t h e  
s m a l l  v a l u e  o f  t h e  e x c e s s  l a t e r a l  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  a t  t h e  
b e g i n n i n g  o f  t h e  m a n e u v e r ) .  I n  t h e  e x a m p l e  u n d e r  a n a l y s i s  
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I n  t h i s  c a s e ,  j u s t  a s  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  c a r r i e d  o u t  
f r o m  t h e  c o n d i t i o n s  o f  h o r i z o n t a l  f l i g h t ,  p l a c i n g  t h e  a i l e r o n s  i n t o  
n e u t r a l  p o s i t i o n  w i l l  s t o p  t h e  r o l l i n g  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  
( F i g .  4 . 1 7 ) .  

Characteristics o f  Control o f  - a n  Aircraft b y  the Ailerons 
when wcl >> u B  

R e l a t i o n s k i p  o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  when t h e  i n -  
e q u a l i t y  wcl > > w B  i s  s a t i s f i e d  i s  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  t h e  f l i g h t  o f  a n  
a i r c r a f t  a t  s u p e r s o n i c  s p e e d ,  h o w e v e r  u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s  i t  
may a l s o  b e  v a l i d  a t  s u b s o n i c  f l y i n g  s p e e d s .  T y p i c a l  f u n c t i o n s  o f  
t h e  d e r i v a t i v e s  A " 0  a n d  A g o  f o r  t h i s  ca se  a r e  shown i n  F i g u r e s  4 . 1 8  
a n d  4 . 1 9 .  T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  c o n d i t i o n  ( 4 . 1 0 1 ,  f r o m  a n a l y s i s  o f  
t h e  c u r v e s  g i v e n  o n  F i g u r e s  4 . 1 8  a n d  4 . 1 9 ,  i t  f o l l o w s  t h a t  w i t h  a n  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  e x c e e d i n g  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l ,  t h e  l a t e r a l  
s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  d u r i n g  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  f a c i l i t a t e s  
t h e  d e v e l o p m e n t  o f  roll a t  a l l  p o s s i b l e  l o n g i t u d i n a l  t r i m s  o f  t h e  
a i r c r a f t  (both- when a0 > 0 ,  a n d  when " 0  < 0 ) .  (An e x a m p l e  o f  t h e  
f u n c t i o n  Am,(u,) i s  shown o n  F i g u r e  4 . 2 0 ) .  T h i s  l e a d s  t o  t h e  f a c t  
t h a t ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  p o s i t i o n  of t h e  e l e v a t o r  ( A i s , )  d u r i n g  t h e  
t i m e  o f  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  f o r  w h i c h  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  
e x c e e d s  t h e  v a l u e  o f  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l  v e l o c i t y ,  p l a c i n g  t h e  
a i l e r o n s  i n t o  n e u t r a l  p o s i t i o n  w i l l  n o t  a l w a y s  s t o p  r o t a t i o n .  I n  
some i n s t a n c e s  i t  i s  p o s s i b l e  f o r  t h e  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  t o  
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b e  m a i n t a i n e d  d u r i n g  t h e  r o l l i n g  w i t h  t h e  a i l e r o n s  p l a c e d  i n t o  
n e u t r a l  p o s i t i o n  (6,  = 0 ) ,  u s u a l l y  a c c o m p a n i e d  by  l a r g e  l o n g i t u d i n a l  
a n d  l a t e r a l  G - f o r c e s .  M a t h e m a t i c a l l y  this i s  e x p l a i n e d  b y  t h e  p r e s -  
c e n c e  o f  s s t a b l e  s i n g u l a r  p o i n t  when Am, : 0 ,  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  ux i n  w h i c h  e x c e e d s  t h e  v a l u e  o f  uc l .  

The f o r m  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  w i t h  g r a d u a l  d e f l e c t i o n  
o f  t h e  a i l e r o n s  i s  shown on F i g u r e  4 . 2 1 .  From F i g u r e  4 . 2 1  i t  i s  
o b v i o u s  t h a t  t h e  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  c a r r i e d  o u t  f r o m  / 1 5 2  
c o n d i t i o n s  of f l i g h t  w i t h  a n e g a t i v e  a n g l e  o f  a t t a c k  ( a 0  = - a h . f . / 2 ) ,  
c o n v e r t s  e a s i l y  t o  a l a r g e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y .  

I 

e c  

F i g .  4 . 2 1  

I n  t h i s  c a s e  i n  c e r t a i n  i n s t a n c e s  p l a c i n g  t h e  a i l e r o n s  i n t o  n e u t r a l  
p o s i t i o n  w i l l  s t o p  t h e  r o t a t i o n  b u t  i n  some i n s t a n c e s  i t  w i l l  n o t .  
We c a n  n o t e  t h e  f o l l o w i n g  l a w .  I f  a t  t h e  moment o f  p l a c i n g  t h e  
a i l e r o n s  i n t o  t h e  n e u t r a l  p o s i t i o n ,  f r o m  c o n d i t i o n  (4.10) i t  f o l l o w s  
t h a t  w i t h  r u n n i n g  v a l u e s  o f  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  c1 a n d  s i d e  s l i p  f3 
t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  f a c i l i t a t e s  d e v e l o p m e n t  o f  
r o l l i n g ,  p l a c i n g  t h e  a i l e r o n s  i n t o  t h e  n e u t r a l  p o s i t i o n  w i l l  n o t  
s t o p  t h e  r o t a t i o n .  The  r o l l i n g  r o t a t i o n  of  t h e  a i r c r a f t  i s  m a i n -  
t a i n e d  d u e  t o  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  of t h e  s t r o n g l y  r o t a t i n g  s i d e  
s l i p  8 .  I t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  s i d e  s l i p  o f  a n  a i r c r a f t ,  for r e -  
t a i n i n g  t h e  mean v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  c o n s t a n t ,  a 
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moment m u s t  b e  c r e a t e d  e q u a l  t o  t h e  moment f r o m  t h e  a i l e r o n s .  
Hence  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  mean v a l u e  of  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  / 1 5 3  
a f t e r  p l a c i n g  t h e  a i l e r o n s  i n t o  n e u t r a l  p o s i t i o n  w i l l  s a t i s f y  t h e  
i n e q u a l i t y  

(4.11) 

I n  t h i s  c a s e  i n  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n  w e  may o b s e r v e  s i g n i f i c a n t  
o v e r s h o o t  for t h e  a n g l e s  B a n d  a . - T h e  v a l u e s  B s s  a n d  a s s  c o r r e -  
s p o n d i n g  t o  t h e  m o t i o n  w i t h  w, > wa a n d  Am, = 0 ,  a r e  f o u n d  w i t h  t h e  
h e l p  o f  t h e  c u r v e  o f  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n s  a s  a n d  a for t h a t - v a l u e  
o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  w when t h e  s t a t i c  c u r v e  Am,(w,) 
i n t e r s e c t s  t h e  a x i s  Am, = 0 .  

- - - 
The m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  w x  > w a  (w, i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  

s e c o n d  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t y )  i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  r e v e r s a l  
o f  t h e  s i g n  o f  c o u p l i n g  b e t w e e n  Aass a n d  A m 6 ,  (or a o )  t o  t h e  o p p o -  
s i t e ,  w i t h  r e s p e c t  t o  w h i c h  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  t r i m m e d  
p r i o r  t o  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  a n d  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  r o l l i n g  
m a n e u v e r  i n  h o r i z o n t a l  f l i g h t  ( n  0 = 1) is a c c o m p a n i e d  by  t h e  
d e v e l o p m e n t  o f  n e g a t i v e  a n g l e s  oy a t t a c k  ( n e g a t i v e  G - f o r c e s ) .  W i t h  
t h e  e s c a p e  o f  t h e  a i r c r a f t  i n t o  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  e x c e e d i n g  
t h e  s e c o n d  c r i t i c a l ,  f r o m  c o n d i t i o n s  o f  f l i g h t  w i t h  n e g a t i v e  o r i g i -  
n a l  G - f o r c e  a n d  t h e  r e t e n t i o n  o f  t h e  s t a b i l i z e r  d u r i n g  t h e  e n t i r e  
t i m e  of t h e  m a n e u v e r  i n  t h i s  t r i m  p o s i t i o n ,  a p o s i t i v e  a n g l e  o f  
a t t a c k  i s  d e v e l o p e d .  

2 0 .  D e r i v i n g  t h e  N e c e s s a r y  C o n d i t i o n s  f o r  w h i c h  a S y s t e m  
o f  I n e r t i a l  R o t a t i o n  o f  a n  A i r c r a f t  i s  P o s s i b l e  

L e t  u s  l o o k  a t  a somewha t  more  g e n e r a l  f o r m  o f  t h e  c o n d i t i o n  
for w h i c h  a s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  p o s s i b l e  
i n  t h e  c a s e  o f  a r b i t r a r y  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  vie a n d  m g B .  

a 0  

For t h e  e x i s t e n c e  of  a s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t  t h e  f o l l o w i n g  a r e  n e c e s s a r y :  

- ( a )  - The  e x i s t e n c e  o f  a z e r o  i n  t h e  f u n c t i o n  Am,(;,, a o ,  Am,) 
when w x  > ~ 2 ~ ~ i ~ ;  

( b )  A s t a t i c  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  
s i n g u l a r  p o i n t ;  

( c )  A d y n a m i c  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  " i n  t h e  s m a l l " ;  

( d )  D y n a m i c s  o f  t h e  p r o c e s s  o f  c o n t r o l  ( s p e e d  o f  r e a d j u s t i n g  
t h e  c o n t r o l s ,  e t c . ) ;  f o r  w h i c h  t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  i s  r e t a i n e d  
" i n  t h e  l a r g e "  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s i n g u l a r  p o i n t .  
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The f i r s t  t w o  c o n d i t i o n s  a r e  n e c e s s a r y  b u t  n o t  s u f f i c i e n t  
c o n d i t i o n s  f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  s y s t e m s  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n ,  ; . e . ,  
f o r  c e r t a i n  p r o c e s s e s  o f  c o n t r o l  o f  a n  a i r c r a f t  a s y s t e m  o f  i n e r t i a l  
r o t a t i o n  may a l s o  n o t  b e  r e a l i z e d  r e g a r d l e s s  o f  t h e  s a t i s f a c t i o n  
o f  t h e s e  c o n d i t i o n s ,  f o r  e x a m p l e  w i t h  s l o w  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  
a i l e r o n s  t h e  s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  may b e  r e a l i z e d  b u t  w i t h  
f a s t  d e f l e c t i o n  may n o t  b e  r e a l i z e d ,  e t c .  Below w e  w i l l  a n a l y z e  / 1 5 4  
o n l y  t h e  f i r s t  t w o  c o n d i t i o n s  ( a )  a n d  ( b )  w i t h  t h e  a d d i t i o n a l  
l i m i t a t i o n s  am - 0 .  Y -  

1 2  t h e  g e n e r a l  c a s e  t h e  e x c e s s  l a t e r a l  s t a b i l i t y  o f  a n  a i r -  
c r a f t  mx(a,B) i s  a c e r t a i n  n o n l i n e a r  f u n c t i o n  o f  a a n d  B .  For 
s i m p l i f i c a t i o n  o f  c o m p u t a t i o n  t h e  a n a l y s i s  w i l l  b e  c a r r i e d  o u t  f o r  
t h e  c a s e  w h i c h  i s  o f  t h e  m o s t  p r a c t i c a l  i n t e r e s t ,  when t h e  l a t e r a l  
s t a b i l i t y  m,(a,B) d e p e n d s  o n  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  i3 a n d  t h e  
p r o d u c t  ( a - 8 ) .  

L e t  u s  d e t e r m i n e  c e r t a i n  g e n e r a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e - f u n c t i o n  o f  
t h e  v a l u e  o f  t h e  r e q u i r e d  moment f r o m  t h e  a i l e r o n s  Am,(w,) w h i c h ,  
b y  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  d i s c u s s i o n s  g i v e n  a b o v e ,  w e  c a n  w r i t e  i n  
t h e  f o r m  

L e t  u s  i n t r o d u c e  t h e  f u n c t i o n  ka w i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  f o l l o w i n g  
r e l a t i o n s h i p :  

T a k i n g  r e l a t i o n s h i p  ( 4 . 1 3 )  i n t o  a c c o u n t  we f i n d  

(4.13) 

( 4 . 1 4 )  

I n t r o d u c t i o n  o f  t h e  c o u p l i n g  c o e f f i c i e n t  b e t w e e n  a s s  a n d  Bss p e r m i t s  
u s  t o  o b t a i n  t h e  d e p e n d e n c e  o f  Am, on o n e  p a r a m e t e r  ( B S s / w x > .  

The c o n d i t i o n  f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  a s y s t e m  o f  i n e r t i a l  ro- 
t a t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i s  t h e  p r e s e n c e  o f  a z e r o  i n  t h e  f u n c t i o n  
Amx/wx i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t y .  L e t  
u s - look  f i r s t  a t  s e v e r a l  s p e c i f i c  c a s e s  o f  c h a n g e  i n  t h e  f u n c t i o n  
(Am,/w,), w h i c h  we s h a l l  d e n o t e  by  t h e  l e t t e r  Y :  

( 4 . 1 5 )  

1 4 1  
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w h e r e  
- Bs s p=--. 

* X  

1 .  T h e  c a s e  when a2 E O(m, OIB = 0 ) .  Two t y p e s  o f  c h a n g e s  i n  
t h e  f u n c t i o n  Y ( f 3 )  a r e  p o s s i b l e  ( F i g .  4 . 2 2 , a ) .  When a1 < 0 ,  w h i c h  
c o r r e s p o n d s  t o  a n e g a t i v e  v a l u e  o f  ;&, t h e  f u n t i o n  Y ( B )  h a s  a 
z e r o  w i t h  a n e g a t i v e  v a l u e  of  t h e  q u a n t i t y  ( B s s / a z ) .  A s y s t e m  o f  
i n e r t i a l  r o t a t i o n  i s  p o s s i b l e  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  c a r r i e d  o u t  
f r o m  c o n d i t i o n s  o f  f l i g h t  w i t h  a n e g a t i v e  G - f o r c e  ( a 0  < 0). T h i s  
case i s  s i m i l a r  t o  t h a t  s t u d i e d  i n  S e c t i o n  1 7 .  

2 .  The  c a s e  when a1 = O(mgo = 0 , o r  i n  o t h e r  d e f i n i t i o n s  
= 0 ) .  The f u n c t i o n  Y ( B )  i s  s y m m e t r i c  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  B = 0 

( s e e  F i g .  4 . 2 2 , b )  a n d  h a s  t w o  z e r o s  i n  t h a t  c a s e  when a 2  > 0 .  T h i s  /155 
c a s e  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  a n a l y z e d  a b o v e  i n  S e c t i o n  1 9 ,  w h e r e  i t  w a s  
shown t h a t  a s y s t e m  o f  i n e r t i a l -  r o t a t i o n  i s  p o s s i b l e  i n  t h e  o r i g i n a l  
t r i m  of t h e  a i r c r a f t ,  i f  u p  <<ac1. When a 2  < 0 ,  t h e r e  a r e  n o  z e r o s  
i n  t h e  f u n c t i o n  a n d  t h e  s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  i s  i m p o s s i b l e .  

3 .  The  g e n e r a l  c a s e .  L e t  u s  c o n f i n e  o u r s e l v e s  t o  a n  a n a l y s i s  
of  t h e  f u n c t i o n  Y ( B )  f o r  a1 < 0 .  From e x p r e s s i o n  ( 4 . 1 5 )  i t  follows 
t h a t  when a2 > 0 ,  t h e  f u n c t i o n  Y ( F )  a l w a y s  h a s  t w o  r o o t s  ( t w o  z e r o s )  
o f  d i f f e r e n t  s i g n s  ( s e e  F i g .  4 . 2 2 , ~ ) .  I n  t h i s  c o n d i t i o n  a s y s t e m  
o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  i s  p o s s i b l e  for a n y  o r i g i n a l  l o n g i t u d i n a l  t r i m  
o f  t h e  a i r c r a f t .  

When a2 < 0 t h e  f u n c t i o n  Y(E) may i n  g e n e r a l  n o t  h a v e  r e a l  
r o o t s ,  or may h a v e  t w o  n e g a t i v e  r o o t s .  The c o n d i t i o n  for t h e  
e x i s t e n c e  of  e v e n  o n e  r e a l  r o o t  o f  t h e  f u n c t i o n  y ( B )  i s  t h e  r e q u i r e -  
m e n t  f o r  a p o s i t i v e  d i s c r i m i n a n t  w h i c h  i s  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

F i g .  4 . 2 2  
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a: > 4a,a2. (4.16) 

If we substitute into expression (4.16) the values of the aero- 
dynamic characteristics of an aircraft, we find the necessary but 
insufficient conditions for the existence of systems of inertial 
rotation in the general case. 

(4.17) 

-a B When (m, k a )  > 0, inequality (4.17) is always satisfied. Let 
us note that from the two zeros of the function Y ( B )  (see Fig. 
4.22,~) one corresponds to the statically un-stable solution. The 
graph showing the changes in the function Am,(w,) is shown on Figure 
4.23. 

Let us look at the use of the necessary condition f o r  the /156 
existence of  a system of inertial rotation in specific cases f o r  - 
- various relationships of the critical angular rolling velocities 
w a ,  w~ on which depends the f o r m  of the function k a  in the vicinity 
o f  the second critical rolling velocity. 

Let us determine the quantity k a  - - 
when wx wa: 

- - I I I 
Taking into account that wx + wa and 
the approximate relationships are Fig. 4.23 

satisfied for the critical rolling velocities 

we find 

(4.19) 

(4.20) 
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From e x p r e s s i o n  ( 4 . 2 0 )  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  f u n c t i o n  k ,  i s  a l w a y s  
n e g a t i v e  a n d  c o n s e q u e n t l y  when GgB < 0 t h e  s y s t e m  of i z e r t i a l  ro- 
t a t i o n  i s  a l w a y s  p o s s i b l e  a n d  t h e r e  a r e  t w o  v a l u e s  o f  B c o r r e s p o n d i n g  
t o  t h i s  s y s t e m .  When w, >>cog, e x p r e s s i o n  ( 4 . 2 0 )  c a n  b e  s i m p l i f i e d .  

( 4 . 2 1 ) / 1 5 7  

I n  t h e  c a s e  when m g B  > 0 ,  t h e  s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  i s  
p o s s i b l e  i n  s a t i s f y i n g  c o n d i t i o n s  ( 4 . 1 7 )  w h i c h  may b e  r e w r i t t e n  i n  
t h e  f o r m  

( 4 . 2 2 )  

An e x a m p l e  o f  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  r e g i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r s  ;EB 
a n d  m&, f o r  w h i c h  a s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  i s  p o s s i b l e ,  i s  
shown on F i g u r e  4 . 2 4 .  

- 
( 2 )  a a < O g *  

From F o r m u l a  ( 4 . 1 8 )  i t  f o l l o w s  
t h a t  w i t h  s u c h  a r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  
c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  t h e  v a l u e  
of t h e  c o e f f i c i e n t  k ,  i s  q u i t e  s e n s i -  
t i v e  t o  s e l e c t i o n  of  t h e  v a l u e  w z .  We 
c a n  show t h a t  i n  t h e  r a n g e  o f  a n g u l a r  
v e l o c i t i e s  g r e a t e r  t h a n  t h e  s e c o n d  
c r i t i c a l ,  t h e  q u a n t i t y  k ,  i s  c o n t a i n e d  
i n  c e r t a i n  l i m i t s .  

F i g .  4 . 2 4 .  k a m a x )  k a  > k a  mln, ( 4 . 2 3 )  

w h e r e  k a m a x  > 0 b u t  k c l m i n  < 0 .  R e t u r n i n g  t o  F o r m u l a  ( 4 . 1 7 )  we f i n d  
t h a t  for EigB < 0 t h e  s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  i s  p o s s i b l e ,  b u t  / 1 5 8  
a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  q u a n t i t y  k ,  i t s  p r o b a b i l i t y  i s  d i f f e r e n t .  We 
c a n  a s s u m e  t h a t  t h e  c l o s e r  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  i s  t o  t h e  
c r i t i c a l ,  t h e  m o r e  p r o b a b l e  w i l l  b e  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a s y s t e m  o f  
i n e r t i a l  r o t a t i o n .  

L e t  u s  d e t e r m i n e  t h e  e x p r e s s i o n  k a m a x .  The a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  f o r  w h i c h  k ,  = k U m a x  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  c o n d i t i o n  
A0(Lx) = 0 ,  w h e n c e  f o l l o w s  
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U s i n g  c o n d i t i o n  ( 4 . 1 7 )  a n d  e x p r e s s i o n  ( 4 . 2 4 )  w e  c a n  p l o t  t h e  
r e g i o n s  of  t h e  p a r a m e t e r s  
p r o b a b i l i t y  o f  t h e  s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  a n a l o g o u s  t o  t h a t  / 1 5 8  
shown o n  F i g u r e  4 . 2 4 .  The  r e s u l t s  o b t a i n e d  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  6 .  

( i $ B ,  ;go) w i t h  a d i f f e r e n t  d e g r e e  o f  

T A B L E  6 

w a  w B  ( C h a r a c t e r i s t i c  f o r  M >> 1) 

A s y s t e m  o f  i n e r t i a l  
r o t a t i o n  i s  p o s s i b l e  when 

A s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  
i s  p o s s i b l e  i f  t h e  f o l l o w i n g  
i n e q u a l i t y  i s  s a t i s f i e d  

( f o r  a 0  < 0-1 I 

w a  < < w g  ( C h a r a c t e r i s t i c  for M 1) 

A s y s t e m  of  i n e r t i a l  
r o t a t i o n  i s  p o s s i b l e  when t h e  
f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y  i s  s a t i s -  
f i e d  

A s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  
i s  p o s s i b l e  when a 0  > 0 a n d  
“ 0  < 0. 
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2 1 .  A p p r o x i m a t e  A n a l y t i c a l  E v a l u a t i o n s  o f  t h e  Maximal A n g l e  o f  
S i d e  S l i p  D u r i n g  M a n e u v e r s  Accompan ied  by S t r o n g  R o l l i n g .  

I n  p i l o t i n g  a n  a i r c r a f t ,  m a n e u v e r s  a c c o m p a n i e d  b y  r o l l i n g  a r e  /159 
b a s i c .  I n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h i s  i t  i s  q u i t e  i m p o r t a n t  t h a t  w e  l o o k  
a t  t h e  p r o b l e m  o f  d e t e r m i n i n g  G - f o r c e s  w h i c h  a c t  o n  t h e  a i r c r a f t  
i n  c a r r y i n g  o u t  s u c h  m a n e u v e r s .  The f l y i n g  t e s t s  a n d  c o m p u t a t i o n s  
show t h a t  G - f o r c e s  w h i c h  o c c u r  d u r i n g  f l y i n g  m a n e u v e r s ,  b o t h  n o r m a l  
a n d  l a t e r a l ,  may r e a c h  s i g n i f i c a n t  v a l u e s .  I n  p a r t i c u l a r ,  a c c o r d i n g  
t o  t h e  p u b l i s h e d  d a t a ,  i t  i s  known t h a t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  o f  
t h e  A m e r i c a n  e x p e r i m e n t a l  a i r c r a f t  X - 2  t h e r e  were  c a t a s t r o p h e s  
a s s o c i a t e d  w i t h  b r e a k d o w n  i n  t h e  v e r t i c a l  t a i l  g r o u p  u n d e r  t h e  i n -  
f l u e n c e  o f  l a r g e  l a t e r a l  G - f o r c e s  C 3 7 1 ,  C381, [ 5 1 ] ,  C591 .  

I n  t h i s  s e c t i o n  w e  h a v e  s u m m a r i z e d  s e v e r a l  r e s u l t s  o b t a i n e d  
i n  s t u d y i n g  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  a n d  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  
G - f o r c e s  a c t i n g  o n  i t ,  w i t h  t h e  s i m u l t a n e o u s  c o n t r o l  o f  a i l e r o n s  
a n d  e l e v a t o r s .  W i t h  r e s p e c t  t o  t h e  l a r g e  number  o f  p a r a m e t e r s  
w h i c h  i n f l u e n c e  t h e  d y n a m i c s  o f  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
t h e  r e s u l t s  g i v e n  b e l o w  a r e  n o t  s u f f i c i e n t l y  c o m p l e t e .  The i n -  
v e s t i g a t i o n s  w h i c h  e n c o m p a s s  a l l  q u e s t i o n s  o f  t h e  d y n a m i c s  o f  c o n -  
t r o l l e d  f l i g h t  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  a n a l y s i s  o f  t h e  m a x i m a l  G - f o r c e s  
a p p a r e n t l y  c a n  b e  c a r r i e d  o u t  o n l y  f o r  a s p e c i f i c  a i r c r a f t  d e s i g n .  

We w i l l  l o o k  o n l y  a t  t h e  q u a l i t a t i v e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  
t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s ,  
s i n c e  t o  o b t a i n  q u a n t i t a t i v e  r e s u l t s  w e  m u s t  c a r r y  o u t  a more  p r e -  
c i s e  a n a l y s i s  o f  t h e  d y n a m i c s  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  n o n l i n e a r i t y  
o f  t h e  d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  a i r c r a f t ,  f o r  e x a m p l e ,  s u c h  a s  

L e t  u s  i n t r o d u c e  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a s  for t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  
o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  b a s e d  on t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  
o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  c a r r i e d  o u t  w i t h  t h e  h e l p  
o f  t h e  a i l e r o n s  f r o m  c o n d i t i o n s  o f  f l i g h t  w i t h  a p o s i t i v e  n o r m a l  
G - f o r c e  n y o .  S i n c e  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  for a n  
a r b i t r a r y  l a w  o f  d e f l e c t i o n  o f  a i l e r o n s  i n  t i m e  c a n n o t  b e  o b t a i n e d  
i n  a n a l y t i c a l  f o r m ,  t o  f i n d  t h e  a p p r o x i m a t e  q u a l i t a t i v e  r e s u l t s  w e  
m u s t  n a r r o w  t h e  c l a s s  o f  c o n t r o l l e d  p r o c e s s e s  t o  b e  s t u d i e d  t a k i n g  
a s  a b a s i s  c e r t a i n  r a t h e r  s i m p l e  m o d e l  c a s e s .  A s  s u c h  a r o l l i n g  
m a n e u v e r  l e t  u s  l o o k  a t  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a f t e r  d e f l e c t i o n  
o f  t h e  a i l e r o n s .  S u c h  a m a n e u v e r  may b e  v a l i d  i n  c a r r y i n g  o u t  
a d v a n c e d  f l y i n g  p a t t e r n s  c a l l e d  " r o l l t t ,  a n d  a l s o  c o r r e s p o n d s  i n  t h e  
g e n e r a l  c a s e  t o  t h e  b e g i n n i n g  o f  a r o l l i n g  m a n e u v e r  o f  a n  a i r c r a f t .  
We s h a l l  a s s u m e  t h a t  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a r e  t h e  c o n d i t i o n s  o f  
f l i g h t  w i t h  a c o n s t a n t  p o s i t i v e  G - f o r c e  nyo ( i . e . ,  a 0  > 0 )  ( i n  t h e  
s p e c i f i c  c a s e  o f  h o r i z o n t a l  f l i g h t ) .  L e t  u s  l o o k  a t  t h e  c a s e  when 
t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  c o r r e s p o n d i n g - t o  a-yawing 
m o t i o n  i s  s m a l l e r  t h a n  t h e  c r i t i c a l  v e l o c i t y  i . e . ,  W B  <e: m a ,  w h i c h  / 1 6 0  
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i s  c h a r a c t e r i s t i c  o f  s u p e r s o n i c  f l y i n g  s p e e d s .  W i t h  s u c h  r e l a t i o n -  
s h i p s  o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  t h e  g r e a t e s t  i n t e r e s t  i s  
t h a t  o f  a n a l y z i n g  t h e  c h a n g e  i n  t h e  l a t e r a l  G - f o r c e  or t h e  a n g l e  o f  
s i d e  s l i p  o f  t h e  a i r c r a f t  as  a f u n c t i o n  of t i m e .  A s  w a s  f o u n d  i n  
a n a l y z i n g  t h e  c u r v e s  o f  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n s  a n d  a s  a r e s u l t  o f  t h e  
n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n s  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s ,  t h e  g r a d u a l  
d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  l e a d s  t o  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  w i t h  a n  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  a c c o m p a n i e d  by  i n t e n s e  d e v e l o p m e n t  o f  
s i d e  s l i p .  C h a n g e  i n  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  h a s  a n  o s c i l l a t i o n a l  
c h a r a c t e r ,  s o m e r i m e s  w i t h  l a r g e  o v e r s h o o t ,  w h i c h  may b e  d a n g e r o u s  
f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  s t a b i l i t y  of  t h e  a i r c r a f t  a n d  t h e  e f f e c t  
o f  l a t e r a l  G - f o r c e s  on t h e  p i l o t .  

L e t  u s  f i n d  a p p r o x i m a t e  a n a l y t i c a l  e v a l u a t i o n s  f o r  s o l u t i o n s  
- t o  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  by  l o o k i n g  a t  t h e  q u a n t i t i e s  
wx a n d  a0 a s  known f u n c t i o n s  o f  t i m e  d e t e r m i n e d  b y  t h e  d e f l e c t i o n  
o f  t h e  a i l e r o n s  a n d  e l e v a t o r ,  r e s p e c t i v e l y .  We c a n  d e t e r m i n e  t h e m  
by  u s i n g  t h e  v a l u e  o f  t h e  m a x i m a l  a n g l e  of s i d e  s l i p  B m a x  d u r i n g  
t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r .  The s i m p l i f i e d  a s s u m p t i o n  c o n c e r n i n g  t h e  
f a c t  t h a t  wx i s  a known f u n c t i o n  of t i m e  w i l l  l i m i t  a p p l i c a t i o n  o f  
t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  f o r  a i r c r a f t  w i t h  a s m a l l  v a l u e  o f  l a t e r a l  
s t a b i l i t y  (m! - 0 ) .  

The c o u r s e  o f  f u r t h e r  d i s c u s s i o n s  i n c l u d e s  t h e  f o l l o w i n g .  The 
e q u a t i o n s  o f  l o n g i t u d i n a l  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a r e  s i m p l i f i e d  i n  
s u c h  a way t h a t  t h e  o r d e r  o f  t h e  s y s t e m  of e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  
a n  a i r c r a f t  i s  r e d u c e d  t o  t h e  s e c o n d .  The e q u a t i o n s  o b t a i n e d  w i t h  
v a r i a b l e  c o e f f i c i e n t s  a r e  a p p r o x i m a t e l y  i n t e g r a t e d  a n d  t h e  f o r m u l a  
f o r  a m a x  i s  d e r i v e d .  

L e t  u s  l o o k  a t  t h e  e q u a t i o n s  o f  l o n g i t u d i n a l  m o t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t  d u r i n g  a r o l l i n g  m a n e u v e r  ( 1 . 3 3 ) :  

( 4 . 2 5 )  

With  t h e  h e l p  o f  s i m p l e  c o m p u t a t i o n s  w e  c a n  t r a n s f o r m  t h e s e  e q u a -  
t i o n s  t o  t h e  f o r m  

( 4 . 2 6 )  

.. . .. .... - . ._ .._. _. . _ .  

147 

-. .. . _.... . 



We t r y  t o  f i n d  e x t r e m e l y  s i m p l e  f i n a l  f o r m u l a s  a n d  make a /161 
s e r i e s  o f  a s s u m p t i o n s  r e l a t i v e  t o  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  s o l u t i o n s  
o f  t h e  s y s t e m  o f  E q u a t i o n s  ( 4 . 2 6 ) .  We a s s u m e  t h a t  t h e  n a t u r a l  
f r e q u e n c i e s  o f  t h e  a i r c r a f t  o s c i l l a t i o n  i n  a n g l e  o f  a t t a c k  a a n d  
a n g u l a r  p i t c h i n g  v e l o c i t y  a r e  c o n s i d e r a b l y  g r e a t e r  t h a n  t h e  f r e -  
q u e n c i e s  o f  c h a n g e  o f  t h e  v a r i a b l e s  i n  t h e  r i g h t  - h a n d  - s i d e s  o f  
t h e s e  e q u a t i o n s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  v a l u e s  B(T), w $ ( T ) ,  w ~ ( T )  a n d  t h e  
d e g r e e  o f  d a m p i n g  o f  t h e  p r o c e s s e s  f o r  a a n d  rz a r e  a l s o  r a t h e r  
- h i g h . -  T h i s  a s s u m p t i o n  i s  v a l i d  i n  t h o s e  ca ses  when t h e  i n e q u a l i t y  
w a  > > w ~  i s  s a t i s f i e d .  W i t h  s u c h  a s s u m p t i o n s  t h e  a p p r o x i m a t e  solu- 
t i o n  f o r  a a n d  w z  c a n  b e  a s s u m e d  a s  q u a s i s t a t i c  a n d  w r i t t e n  i n  t h e  
f o r m  

w h e r e  

( 4 . 2 8 )  

S i m p l i f i e d  a s s u m p t i o n s  h a v e  p e r m i t t e d  l o w e r i n g  t h e  o r d e r  o f  
t h e  s y s t e m  of  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  f r o m  f o u r t h  t o  
s e c o n d .  I f  w e  s u b s t & , f u t e  e x p r e s s i o n s  ( 4 . 2 7 )  a n d  ( 4 . 2 8 )  i n t o  t h e  
e q u a t i o n  f o r  B '  a n d  wy a n d  make t h e  n e c e s s a r y  t r a n s f o r m a t i o n s  w e  
f i n d  t h e  a p p r o x i m a t e  e q u a t i o n  of s e c o n d  o r d e r  for d e t e r m i n i n g  
s i z e  o f  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  B ( T )  i n  t h e  form 

( 4 . 2 9 )  

- - - 
w h e r e  t h e  f u n c t i o n s  p ( i x > ,  q ( w , ) ,  b l ( w , )  b o ( w , )  a r e  f o u n d  a c c o r d i n g  
t o  a p p r o x i m a t e  f o r m u l a s  ( i n  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  p ,  q ,  b l ,  bo c e r t a i n  

t e r m s  o f  t h e  t y p e  us%, (*) , e t c . ,  h a v e  b e e n  o m i t t e d  w h e r e  t h e i r  
-. 

2 - 

i n f l u e n c e  i s  n o t  s u b s t a n t i a l ) :  

( 4 . 3 0 )  
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( 4 . 3 1 )  

/162 

( 4 . 3 2 )  

( 4 . 3 3 )  

L e t  u s  n o t e  t h a t  a l l  t h e  f u n c t i o n s  ( 4 . 3 0 ) - ( 4 . 3 3 )  a r e  e v e n  f u n c t i o n s  
o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  w z .  The g r a p h i c  c h a r a c t e r  o f  t h e i r  
c h a n g e  i s  shown on  F i g u r e s  4 . 2 5  a n d  4 . 2 6 .  

F i g .  4 . 2 5  
"O&) 

F i g .  4 . 2 6  

A f t e r  a l l  t h e  s i m p l i f i c a t i o n s  made f o r  f i n d i n g  t h e  r u l e s  o f  
t i m e  c h a n g e  i n  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  B(T) w e  f i n d  t h e  l i n e a r  non-  
u n i f o r m  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n - o f  s e c o n d  o r d e r  w i t h  v a r i a b l e  c o e f -  
f i c i e n t s  ( s i n c e  t h e  q u a n t i t y  w X  i s  a known f u n c t i o n  o f  t i m e ) .  L e t  
u s  f i n d  a n  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  g r a d u a l  
d e f l e c t i o n  of t h e  a i l e r o n s  w i t h  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  f o r  a l l  
p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n .  We s h a l l  Look a t  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  of  a n  a i r c r a f t  w5 i n  t h e  m o s t  s i m p l e  f o r m  b y  a s -  / 1 6 3  
s u m i n g  t h a t  t h e  a i r c r a f t  p o s s e s s e s  a n e g l i g i b l e  s m a l l  l a t e r a l  
s t a b i l i t y .  

1 4 9  



The s o l u t i o n  f o r  W , ( T )  f o r  a g r a d u a l  d e f l e c t i o n  o f  a i l e r o n s  
a n d  z e r o  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  f o r m u l a  

w h e r e  
( 4 . 3 5 )  

( 4 . 3 6 )  

L e t  u s  s e e k  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  i n  t h e  f o r m  

w h e r e  B u n  i s  t h e  a p p r o x i m a t e  g e n e r a l  s o l u t i o n  f o r  t h e  u n i f o r m  
e q u a t i o n ;  a n d  B s p  i s  t h e  a p p r o x i m a t e  s p e c i f i c  s o l u t i o n  f o r  t h e  non-  
u n i f o r m  E q u a t i o n  ( 4 . 2 9 ) .  

To f i n d  B u n  a n d  B S p  we u s e  known a p p r o x i m a t e  a s y m p t o t i c  
r e l a t i o n s h i p s  [ 7 ] ,  [ 6 1 ] ,  w h i c h  p e r m i t  f i n d i n g  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  
l i n e a r  e q u a t i o n  w i t h  v a r i a b l e  c o e f f i c i e n t s  a n d  i n  f i r s t  a p p r o x i -  
m a t i o n  we f i n d  

i 
. n  

( 4 . 3 8 )  

( 4 . 3 9 )  

The a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  B o  a n d  $ 0  c a n  b e  d e t e r m i n e d  by  t a k i n g  
t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  i n t o  a c c o u n t  

( 4 . 4 0 )  
B(O)=-(O)-O. dP 

dT 

We f i n d  

1 5 0  

( 4 . 4 1 )  

I I 1  I1 I I 



. .... , , . , 
I 

( 4 . 4 2 )  

N u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  show t h a t  t h . e  v a l u e  o f  $ 0  i s  n e a r  - 1 ~ / 2 ,  b u t  / 1 6 4  
s i n  $ 0 3  -1 ( F i g .  4 . 2 7 ) .  Hence  i f  we a s s u m e  t h a t  t h e  e q u a t i o n  $ 0  
= - ~ / 2  i s  s a t i s f i e d ,  w e  c a n  r e d u c e  t h e  s o l u t i o n  f o r  @(T) t o  t h e  
f o r m  

mf = o  
7" 

-30 

.- 45 

si 

( 4 . 4 3 )  

F i g .  4 . 2 7  

F i g u r e  4 . 2 8  shows  t h e  r e s u l t s  o f  c o m p a r i n g  t h e  s o l u t i o n  o f  
E q u a t i o n  ( 4 . 4 3 )  w i t h  t h e  p r e c i s e  o n e  o b t a i n e d  by  m o d e l i n g  t h e  e q u a -  
t i o n s  o f  m o t i o n  ( l . 2 8 ) ( t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  i s  g i v e n  by  t h e  
d o t t e d  l i n e ) .  A s  i s  o b v i o u s  f r o m  t h e s e  f i g u r e s  t h e  a g r e e m e n t  o f  
t h e  s o l u t i o n s  i s  t o t a l l y  s a t i s f a c t o r y .  

O f  b a s i c  i n t e r e s t  i s  F o r m u l a  ( 4 . 4 3 )  for f i n d i n g  t h e  v a l u e s  o f  
t h e  m a x i m a l  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  d u r i n g  a r o l l i n g  m a n e u v e r  
We may a p p r o x i m a t e l y  a s s u m e  t h a t  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  t a k e s  i t s  
own m a x i m a l  v a l u e  a t  t h e  moment o f  t i m e  when 

(BmaX!. 

( 4 . 4 4 )  
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R e l a t i o n s h i p  ( 4 . 4 4 )  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  c o n d i t i o n  o f  e q u a t i n g  

c o s  JVqoh(r) 
s m a l l  d a m p i n g  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  i n  p i t c h i n g  a n d  y a w i n g ,  a p -  
p r o x i m a t e l y  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  moment o f  t i m e  t h a t  t h e  maximum i s  
o b t a i n e d  f o r  t h e  a n g l e  o f - s i d e  s l i p .  We s h a l l  a l s o  a s s u m e  t h a t  t h e  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  w x ( ~ )  p r a c t i c a l l y  r e a c h e s  i t s  own s t e a d y  
v a l u e  w x ( a ,  ) = R much e a r l i e r  t h a n  c o n d i t i o n  ( 4 . 4 4 ) ,  i . e . ,  b e f o r e  
6 r e a c h e s  i t s  own m a x i m a l  v a l u e .  / 1 6 5  

z 

t o  u n i t y  w i t h  a m i n u s  s i g n  w h i c h ,  i n  t h e  ca se  of  a 
0 

3 
%>-. 

10 
( 4 . 4 5 )  

F i g .  4 . 2 8 .  

U n d e r  s u c h  . a s s u m p t i o n s ,  E q u a t i o n  ( 4 . 4 4 )  may b e  a p p r o x i m a t e l y  
w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

n 
7*=- 

{)/q(Q) ( 4 . 4 6 )  

T a k i n g  r e l a t i o n s h i p s  ( 4 . 4 5 )  a n d  ( 4 . 4 6 )  i n t o  a c c o u n t ,  f r o m  s o l u t i o n  
( 4 . 4 3 )  w e  f i n d  t h e  a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  q u a n t i t y  B m a x :  

( 4 . 4 7 )  

The  f u n c t i o n  bo d e p e n d s  v e r y  l i t t l e  o n  t h e  q u a n t i t y  R ( s e e  F i g .  
4 . 2 7 ) ,  t h e r e f o r e  i f  w e  s u b s t i t u t e  b o ( R )  for b o ( 0 )  a n d  e x p r e s s  t h e  
v a l u e s  o f  a l l  t h e  v a r i a b l e s  t h r o u g h  t h e  a e r o d y n a m i c  a n d  i n e r t i a l  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  a i r c r a f t ,  w e  o b t a i n  t h e  f i n a l  a p p r o x i m a t e  / 1 6 6  
f o r m u l a  f o r  f i n d i n g  t h e  r a t i o  ( @ m a x / B s s ) :  
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2 "YO 

( 4 . 4 8 )  

F i g .  4 . 2 9  F i g .  4 . 3 0  

A s  a n  e x a m p l e ,  o n  F i g u r e s  4 . 2 9  a n d  4 . 3 0 ,  we h a v e  p l o t t e d  
g r a p h s  o f  t h e  d e p e n d e n c e s  ( B m a x / e S s )  a n d  B m a x  o n  R ,  c o m p u t e d  u s i n g  
F o r m u l a  ( 4 . 4 8 ) ;  u s i n g  t h e  same p o i n t s  w e  h a v e  p l o t t e d  t h e  s o l u t i o n s  
o b t a i n e d  d u r i n g  t h e  m o d e l i n g .  From t h e s e  f i g u r e s  i t  f o l l o w s  i n  
p a r t i c u l a r  t h a t  t h e  r a t i o  o f  B m a x  t o  B s s  i s  d e c r e a s e d  w i t h  a n  i n -  
c r e a s e  i n  t h e  s i z e  o f  R .  T h i s  i s  d u e  i n  f i r s t  o r d e r  t o  t h e  d e c r e a s e  
i n  t h e  f r e q u e n c y  o f  o s c i l l a t i o n s  a n d  c o n s e q u e n t l y  t o  t h e  i n c r e a s e  
i n  t h e  t i m e  i t  t a k e s  t o  r e a c h  t h e  maximum f o r  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  
8 .  W i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  t i m e  of t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n ,  t h e  
g r e a t e r  p a r t  o f  t h e  e n e r g y  i s  d i s s i p a t e d  a n d  t h e  a m p l i t u d e  f o r  t h e  
a n g l e  o f  s i d e  s l i p  B i s  r e s p e c t i v e l y  d e c r e a s e d .  I n c r e a s e  i n  t h e  
i n i t i a l  n o r m a l  G - f o r c e  n Y o  d u r i n g  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  a l s o  l e a d s  
t o  a d e c r e a s e  i n  t h e  o v e r s h o o t  f o r  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  B .  How- 
e v e r  i t  f o l l o w s  t o  n o t e  t h a t ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  d e c r e a s e  i n  t h e  /167 
r e l a t i v e  q u a n t i t y  ( B m a x / B s s ) ,  t h e  v a l u e  Bma,  i t s e l f  [ w i t h  i n c r e a s e  
i n  t h e  s i z e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  w i t h  w h i c h  t h e  m a n e u v e r  
( Q )  i s  c a r r i e d  o u t  a n d  i n  t h e  G - f o r c e  ( n y o ) l  i s  i n c r e a s e d  s i n c e  
B s s  c h a n g e s  m o r e  s t r o n g l y  t h a n  d o e s  t h e  r a t i o  $max/Bss ( s e e  F i g .  
4 . 3 0 ) .  

1 5 3  



D e r i v i n g  a r o x i m a t e  F o r m u l a  ( 4 . 4 8 )  w a s  b a s e d  on  t h e  a s s u m p t i o n  

o f  t h i s  a s s u m p t i o n  on  t h e  r e s u l t s  
o f  c o m p u t a t i o n  i s  shown i n  F i g u r e  
4 . 3 1  ( o n  t h e  f i g u r e  we n o t e  t h e  
s o l u t i o n s  o b t a i n e d  d u r i n g  m o d e l -  
i n g ) .  From F i g u r e  4 . 3 1  i t  f o l -  
l o w s  t h a t  t h e  s a t i s f a c t o r y  a g r e e -  
m e n t  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  compu- 
t a t i o n s  w i t h  m o d e l i n g  i s  v a l i d  
f o r  t h e  r e l a t i o n s h i p  ;$I.,/;; >, 

The g r a p h  o f  t h e  r e s u l t s  o f  p r o v i n g  t h e  e f f e c t  Y .  t h a t  >> Im 

2 . 0  ( A  S B ) .  

The r e s u l t s  o b t a i n e d  a b o v e  
b e l o n g  t o  t h e  c a s e  when t h e  a i r -  
c r a f t  d o e s  n o t  p o s s e s s  l a t e r a l  
s t a b i l i t y  (mt = 0 ) .  
c o m p u t a t i o n s  a n d  m o d e l i n g  s h o w ,  
t h e  p r e s e n c e  o f  l a t e r a l  s t a b i l i t y  
s o m e w h a t  l o w e r s  t h e ' s i z e  o f  t h e  
o v e r s h o o t  f o r  t h e  a n g l e  o f  s i d e  
s l i p  of  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  
r o l l i n g  m a n e u v e r s .  Wi th  o v e r -  

o f  t h e  a i r c r a f t  f o r  y a w i n g  KlwY 

A s  t h e  

F i g .  4 . 3 1  ' s h o o t  f o r  B t h e  s i z e  o f  d a m p i n g  

Y 
a l s o  h a s  a n  e f f e c t .  F o r  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e  q u a l i t a t i v e  p i c t u r e  
o f  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e s e  p a r a m e t e r s ,  on  F i g u r e s  4 . 3 2  a n d  4 . 3 3  
g r a p h s  a r e  p l o t t e d  f o r  t h e  d e p e n d e n c e s  o f  B m a X / B s s  a s  a f u n c t i o n  
o f  R .  

F i g .  4 . 3 2 .  F i g .  4 . 3 3  /168 
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B For t h e  o r i g i n a l  v a l u e s  of t h e  p a r a m e t e r  zuy a n d  m X 0  w e  h a v e  t a k e n  
s e v e r a l  mean v a l u e s  w h i c h  a r e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  m a n e u v e r i n g  a i r c r a f t  
w i t h  s w e p t  w i n g s  ( w i t h  a n  a n g l e  o f  s w e e p  x r u 4 5 O ) .  

- 
/169 Y 

D y n a m i c s  o f  a n  A i r c r a f t  i n  C a r r y i n g  O u t  a T u r n  a t  a G i v e n  
A n g l e  of .Bank.  

P i n s k e r  [ 5 0 ]  h a s  a n a l y z e d  t h i s  s p e c i f i c  b u t  r a t h e r  w i d e s p r e a d  
t u r n i n g  m a n e u v e r  a t  a g i v e n  a n g l e  o f  b a n k  i n  c o n s i d e r a b l e  d e t a i l  
a n d  s y s t e m a t i c a l l y .  

I n  t h i s  p a p e r ,  u s i n g  t h e  s y s t e m a t i z e d  m o d e l i n g ,  t h e  t r a n s i e n t  
c o n d i t i o n s  o f  a n  a i r c r a f t  a r e  s t u d i e d  f o r  t h e  a n g l e s  of  a t t a c k  a n d  
s i d e  s l i p  w i t h  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  i n d i c a t e d  a b o v e ,  a n d  f u n c t i o n s  
a r e  p l o t t e d  f o r  t h e  m a x i m a l  o v e r s h o o t  f o r  t h e s e  v a r i a b l e s  o n  
s e v e r a l  b a s i c  p a r a m e t e r s  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  a i r -  
c r a f t .  

I n  t h i s  p a p e r  a r e  s t u d i e d  t h e  wz - - - - _ _  _ _  t u r n i n g  m a n e u v e r  o f  a n  a i r c r a f t  
a t  a g i v e n  a n g l e  o f  b a n k  y ,  w h i c h  
i s  a c c o m p l i s h e d  f r o m  t h e  c o n d i t i o n s  
o f  h o r i z o n t a l  f l i g h t  w i t h  a n  a n g l e  
o f  a t t a c k  c 1 0 .  I n  t h i s  c a s e  i t  i s  
a s s u m e d  t h a t  t h e  c h a n g e  i n  t h e  
a n g l e  o f  r o l l i n g  v e l o c i t y  i s  a 
known f u n c t i o n  o f  t i m e ,  a t y p i c a l  

F i g .  4 . 3 4  g r a p h  o f  w h i c h  i s  shown o n  F i g u r e  
4 . 3 4 .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  

t 

a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  c h a n g e s  e x p o n e n t i a i l y  a n d  i n  s u c h  c a s e  t h e  
s i g n s  of  t h e  e x p o n e n t s  for i n c r e a s e  a n d  d e c r e a s e  i n  t h e  a n g u l a r  
v e l o c i t y  a r e  i d e n t i c a l .  The b a s i c  p a r a m e t e r s  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  
m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  a r e  t h e  e x c e s s  
l o n g i t u d i n a l  a n d  d i r e c t i o n a l  s t a b i l i t y ,  w i t h  r e s p e c t  t o  w h i c h  a l l  
d e p e n d e n c e s  o f  t h e  s i z e  o f  o v e r s h o o t  f o r  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  
s i d e  s l i p  a r e  p l o t t e d  i n  t h i s  p a p e r  a s  f u n c t i o n s  o f  t h e s e  t w o  
p a r a m e t e r s .  We a l s o  s t u d y  t h e  e f f e c t  of d a m p i n g  a n d  t h e  r a t i o  o f  
i n e r t i a l  moments  J y ! J ,  f o r  t h e  v a l u e  of t h e  d y n a m i c  s c a t t e r i n g .  
t h e  p a p e r  a r e  c o n t a i n e d  d e t a i l e d  g r a p h s  w h i c h  p e r m i t  a p p r o x i m a t e l y  
d e t e r m i n i n g  f r o m  t h e  known p a r a m e t e r s  o f  t h e  a i r c r a f t  t h e  m a x i m a l  
v a l u e s  o f  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  o f  t h e  a i r c r a f t  f o r  
s u c h  r o l l i n g  m a n e u v e r s .  

I n  

The b a s i c  a s s u m p t i o n  w h i c h  l i m i t s  t h e  r a n g e  o f  t h e  p r o b l e m s ,  
f o r  s o l u t i o n  o f  w h i c h  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  E 5 0 1  a r e  u s e d ,  i s  
t h e  f o r m  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n  f o r  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c -  
i t y  ( s e e  F i g .  4 . 3 4 ) .  I n  t h e  p a p e r  Lt i s  n o t e d  t h a t  s u c h  a c h a r a c -  / 1 7 0  
t e r  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n  f o r  w3: may b e  g u a r a n t e e d  b y  t h e  p i -  
l o t  u s i n g  t h e  m a n u a l  c o n t r o l .  S u c h  a c o n c l u s i o n  i s  c o r r e c t  i n  t h e  
e n t i r e  r a n g e  o f  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  f o r  a i r c r a f t  i n  w h i c h  
t h e  v a l u e  o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  i s  n e g l i . g i b l y  s m a l l .  
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F o r  a i r c r a f t  p o s s e s s i n g  a r a t h e r  l a r g e  d e g r e e  o f  l a t e r a l  
s t a b i l i t y ,  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  [ 5 0 1  a r e  a p p l i c a b l e  o n l y  i n  
t h e  r a n g e s  o f  s t a b l e  m o t i o n  w i t h  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  wz l e s s  
t h a n  t h e  f i r s t  c r i t i c a l .  I n  f a c t ,  a s  w a s  shown a b o v e ,  t h e  s e e m i n g  
e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e  a i l e r o n s  i n  c a r r y i n g  o u t  m a n e u v e r s  f r o m  c o n -  
d i t i o n s  o f  f l i g h t  w i t h  a p o s i t i v e  a n g l e  o f  a t t a c k  i s  l i m i t e d ,  t h u s  
l e a d i n g  i n  s e v e r a l  i n s t a n c e s  t o  t h e  i m p o s s i b i l i t y  o f  o b t a i n i n g  
s t e a d y  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  e x c e e d i n g  t h e  f i r s t  c r i t i c a l .  
A n a l o g o u s l y ,  f o r  m a n e u v e r s  w i t h  o r i g i n a l  n e g a t i v e  a n g l e s  o f  a t t a c k ,  
t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  u n s t a b l e  i n  t h e  r a n g e  b e t w e e n  t h e  
f i r s t  a n d  s e c o n d  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  a n d  a p p a r e n t l y  
it i s  i m p o s s i b l e  t o  g u a r a n t e e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  o f  t h e  t y p e  
shown i n  F i g u r e  4 . 3 4  i n  t h i s  r a n g e .  

I n  summing up i t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  we c a n  l o o k  a t  a l a r g e  
number  o f  r o l l i n g  m a n e u v e r s  f o r  d i f f e r e n t  r u l e s  o f  d e f l e c t i o n  i n  
t i m e  o f  t h e  e l e v a t o r  a n d  t h e  a i l e r o n s .  However  s u c h  i n v e s t i g a t i o n s  
p o s s e s s  t h e  d i s a d v a n t a g e  t h a t  i n  them t h e  r e a c t i o n  o f  t h e  p i l o t  t o  
t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  n o t  t a k e n  i n t o  a c c o u n t ,  w h i c h  " w h i l e  
i n t e r f e r i n g "  i n  t h e  c o n t r o l  may b o t h  i m p r o v e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  
o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  a n d  t h u s  l o w e r  t h e  l o a d  a c t i n g  on  t h e  
a i r c r a f t  or make t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n  w o r s e .  A n a l y s i s  o f  t h e  
d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s ,  t a k i n g  i n t o  a c -  
c o u n t  t h e  a c t i o n s  o f  t h e  p i l o t ,  may b e  c a r r i e d  o u t  by  i n v e s t i g a t i o n s  
i n  f l i g h t  or a p p r o x i m a t e l y  by  m o d e l i n g  f l i g h t  i n  a t r a i n e r .  O f  
c e r t a i n  i n t e r e s t  a r e  t h e  i n v e s t i g a t i o n s  o f  t h e  m o t i o n s  o f  a n  a i r -  
c r a f t  u s i n g  t h e  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  o f  a p i l o t .  On ly  i n  c a r r y i n g  
o u t  s u c h  c o m p l e x  i n v e s t i g a t i o n s  i s  i t  p o s s i b l e  t o  s u f f i c i e n t l y  
d e f i n e  t h e  m o s t  d a n g e r o u s  s y s t e m s  o f  c o n t r o l  o f  a n  a i r c r a f t  a n d  t h e  
G - f o r c e s  a c t i n g  on  t h e m .  
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CHAPTER V 

D Y N A M I C  CHARACTERISTICS OF A N  AIRCRAFT WITH SIMULTANEOUS 
CONTROL B Y  AILERONS A N D  R U D D E R  

P r e v i o u s l y  i n  a l l  s e c t i o n s  of  t h i s  p a p e r  w e  h a v e  s t u d i e d  t h e  /171 
m o t i o n s  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  when t h e  a i r c r a f t  
i s  s i m u l t a n e o u s l y  c o n t r o l l e d  by  a i l e r o n s  a n d  e l e v a t o r .  H o w e v e r ,  
i n  c a r r y i n g  o u t  c e r t a i n  r o l l i n g  m a n e u v e r s  t h e  p i l o t  m u s t  d e f l e c t  
t h e  r u d d e r  w h i l e  p i l o t i n g .  Such  a d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  may b e  
b o t h  t h e  r e s u l t  o f  d e l i b e r a t e  a c t i o n  by  t h e  p i l o t  c a u s i n g  t h e  
m a n e u v e r  t o  b e  c a r r i e d  o u t  or a s  t h e  r e s u l t  o f  p i l o t  e r r o r .  I n  t h e  
p r e s e n t  c h a p t e r  w e  l o o k  a t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  s p a t i a l  m o t i o n  o f  
a n  a i r c r a f t  w i t h  t h e  s i m u l t a n e o u s  c o n t r o l  by  a i l e r o n s  a n d  r u d d e r .  
We a n a l y z e  t h e  p h y s i c a l  p i c t u r e  o f  m o t i o n  a n d  d e r i v e  t h e  c o n d i t i o n s  
of  s t a b i l i t y  o f  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  a 
r o l l i n g  m a n e u v e r  w i t h  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r .  

2 2 .  B a s i c  P r o p e r t i e s  o f  M o t i o n  a n d  S t a b i l i t y  o f  a n  A i r c r a f t  
w i t h  t h e  S i m u l t a n e o u s  C o n t r o l  b y  A i l e r o n s  a n d  R u d d e r .  

The m o t i o i i  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  s i m u l t a n e o u s  c o n t r o l  by  a i l e r o n s  
a n d  r u d d e r  p o s s e s s e s  t h e  f o l l o w i n g  t w o  c h a r a c t e r i s t i c s  w h i c h  w e  
s h a l l  l o o k  a t  b r i e f l y .  The f i r s t  c h a r a c t e r i s t i c  o f  s p a t i a l  m o t i o n  
o f  a n  a i r c r a f t  m o v i n g  a t  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  a n d  w i t h  a 
d e f l e c t e d  r u d d e r  i s  t h a t  s i m u l t a n e o u s l y  w i t h  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  
a n g l e  o f  s i d e  s l i p  i n  t h e  a i r c r a f t  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a l s o  c h a n g e s .  
T h i s  phenomenon  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  s i d e  s l i p  d u r i n g  r o l l i n g  o f  
a n  a i r c r a f t  f l y i n g  a t  a n o n - z e r o  a n g l e  o f  a t t a c k  a0 # 0 (or 6, # 
O ) ,  a n d  h a s  t h e  same c a u s e s .  The  p h y s i c a l  c a u s e s  f o r  c h a n g e  i n  t h e  
a n g l e  o f  a t t a c k  w i t h  d e f l e c t i o n  of  t h e  r u d d e r  may b e  s i m p l y  e x -  
p l a i n e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r .  L e t  u s  l o o k  a t  t h e  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  r o t a t i n g  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  (0x1) o n  w h i c h  
t h e  d i s t u r b i n g  moment A m  - 6 r * 6 r  f r o m  t h e  d e f l e c t e d  e l e v a t o r  
( F i g .  5 . 1 ) .  
c r a f t  l e a d s  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  a n  a n g u l a r  y a w i n g  v e l o c i t y  W Y  a n d  1 1 7 2  
c o n s e q u e n t l y  t o  a d e v i a t i o n  of  t h e  v e c t o r  o f  t h e  t o t a l  a n g u l a r  
v e l o c i t y  E from t h e  d i r e c t i o n  of t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s  o f  t h e  
a i r c r a f t  0x1. B e c a u s e  o f  t h e  n o n a g r e e m e n t  of  t h e  v e c t o r  o f  a n g u l a r  
v e l o c i t y  w i t h  t h e  m a j o r  i n e r t i a l  a x i s ,  c e n t r i f u g a l  f o r c e s  b e g i n  t o  
a c t  o n  t h e  a i r c r a f t ,  w h i c h  on F i g u r e  5 . 1  a r e  c o n d i t i o n a l l y  shown  
a s  b e i n g  a p p l i e d  t o  t w o  l o a d s ,  e q u i v a l e n t  t o  t h e  mass o f  t h e  

Y = *Y The  a c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l l i n g  moment A m y  o n  t h e - a i r -  
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a i r c r a f t  d i s t r i b u t e d  i n  t h e  f u s e l a g e .  I t  i s  e a s y  t o  a p p r o x i m a t e l y  
c o m p u t e  t h e  moment f r o m  t h e s e  f o r c e s ;  i t  w i l l  b e  e q u a l  t o  

$5 n, 
- - (Jy - 1,) ( 5 . 1 )  

T h i s  i n e r t i a l  moment i s  c o m p e n s a t e d  
by  t h e  a e r o d y n a m i c  moment o f  s t a b i l i t y  
M E A a .  From t h e  c o n d i t i o n  o f  t h e  
e q u a l i t y  o f  t h e  a e r o d y n a m i c  a n d  i n -  
e r t i a l  moment w e  f i n d  a n  e x p r e s s i o n  
f o r  i n c r e a s i n g  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  Aa, 
w h i c h  i s  v a l i d  f o r  s m a l l  a n g l e s  o f  t h e  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  wx: 

F i g .  5 . 1  

( 5 . 2 )  

The d e p e n d e n c e  o f  t h e  s t e a d y  v a l u e  i n  t h e  - i n c r e a s e  o f  t h e  a n g l e  
i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  o f  a t t a c k  on t h e  v a l u e  o f  t h e  y a w i n g  moment Amy 

c o e f f i c i e n t  A:&,, t h e  f o r m u l a  f o r  w h i c h  i s  shown o n  T a b l e  2 .  U s i n g  
T a b l e  2 w e  c a n  w r i t e  a n  e x p r e s s i o n  f o r  A:6, a n d  d e t e r m i n e  s e v e r a l  
p r o p e r t i e s  o f  t h i s  f u n c t i o n :  

( 5 . 3 )  

From a n a l y s i s  o f  r e l a t i o n s h i p  ( 5 . 3 )  we c a n  make t h e  f o l l o w i n g  
c o n c l u s i o n s .  
f u n c t i o n  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  wx. S e c o n d l y ,  s i n c e  t h e r e  
a r e  n o  v a l u e s  i n  t h e  n u m e r a t o r  o f  E x p r e s s i o n  ( 5 . 3 )  w h i c h  a r e  p r o -  
p o r t i o n a l  t o  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  t h e  f o r m  o f  t h e  f u n c -  
t i o n  A:6, i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e i r  r e l a t i o n s h i p ,  a n a l o g o u s  t o  t h e  
m a n n e r  i n  w h i c h  t h e  f o r m  o f  t h e  f u n c t i o n  A k 6 ,  i s  i n d g p e n d e n t  o f  t h e  
r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  c r i t i c a l  v e l o c i t i e s  a n d  w~ ( s e e  S e c t i o n  
1 8 ) .  

F i r s t ,  t h e  d e p e n d e n c e  A:6,(%) i s  a n  a n t i s y m m e t r i c  

a 
From a n a l y s i s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  Am6 ( 5 . 3 )  i t  a l s o  f o l l o w s  

t h a t  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  " c o u n t e r  t o  t h e  r o t a t i o n " ,  a t  a n g u l a r  /173 
r o l l i n g  v e l o c i t i e s  l e s s  t h a n  t h e  f i r s t  c r i t i c a l  when a n  a n g l e  o f  
s i d e  s l i p  i s  c r e a t e d  w h i c h  i n h i b i t s  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y ,  i . e . ,  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  i s  s a t i s f i e d :  

'r 

- 
sign %= -sign u)~, ( 5 . 4 )  

a l w a y s  l e a d s  t o  a n e g a t i v e  i n c r e a s e  i n  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  (Aa 0 ) .  
D e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  " i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  r o t a t i o n " ,  when 

1 5 8  



t h e  s i d e  s l i p  f a c i l i t a t e s  roll, : . e . ,  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p  i s  
v a l i d :  

- 
( 5 . 5 )  sign 8, = - sign w X ,  

a l w a y s  l e a d s  t o  a p o s i t i v e  i n c r e a s e  i n  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  Aa, 
r e g a r d l e s s  o f  t h e - d i r e c t i o n  o f  t h e  r o l l  ( t h e  s i g n  o f  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  a,). I n  f a c t ,  s a t i s f a c t i o n  o f  c o n d i t i o n  ( 5 . 4 )  
m e a n s  t h a t  

sign wy =sign w X ,  
- - 

( 5 . 6 )  

- w h e n c e  i t  f o l l o w s  t h a t  f o r  a l l  v a l u e s  o f  t h e  r o l l i n g  v e l o c i t y  
w,Min < 0 a n d  c o n s e q u e n t l y  l e a d s  t o  n e g a t i v e  i n c r e a s e s  i n  t h e  a n g l e  
o f  a t t a c k  Aa < 0 ( s e e  F i g .  5 . 1 ) .  A n a l o g o u s l y  w e  a n a l y z e  t h e  r o l l i n g  
m o t i o n  of  a n  a i r c r a f t  w i t h  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  " i n  t h e  d i r e c -  
t i o n  o f  t h e  r o t a t i o n " .  

The s e c o n d  c h a r a c t e r i s t i c  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  s i m u l -  
t a n e o u s  c o n t r o l  by  a i l e r o n s  a n d  r u d d e r  i s  t h e  y a w i n g  r e a c t i o n  o f  
t h e  a i r c r a f t  w h i c h  i s  o p p o s i t e  i n  s i g n  t o  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  
6, a t  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  g r e a t e r  t h a n  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  
v e l o c i t i e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  y a w i n g  m o t i o n .  L e t  u s  l o o k  a t  t h i s  
c a s e .  From T a b l e  2 w e  c a n  w r i t e  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  A Z 6 , :  

( 5 . 7 )  

I n  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  A o ,  i f  we i g n o r e  t h e  t e r m s  o f  d a m p i n g  
a n d  c a n c e l ,  w e  f i n d  a n  a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  f u n c t i o n  ( B S s /  
A m  ) i n  t h e  f o r m  Y 

(5.8) 

From E x p r e s s i o n  ( 5 . 8 )  i t  f o l l o w s  t h a t  a t  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c -  
i t i e s  w h i c h  s a t i s f y  t h e  i n e q u a l i t y  l w z l  > lw~l:, t h e  f u n c t i o n  ( B S s /  
Am ) c h a n g e s  s i g n .  L e t  u s  r e c a l l  t h a t  t h e  c o n d i t i o n  Y 

14 < I 4  (5.9) 

i s  a n  a p p r o x i m a t e  c o n d i t i o n  o f  t h e  a p e r i o d i c  s t a b i l i t y  o f  t h e  y a w i n g  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  a r o l l i n g  m a n e u v e r .  

The p h y s i c a l  m e a n i n g  o f  t h e  c h a n g e  i n  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  /174 
B s s  a n d  Am may b e  q u a l i t a t i v e l y  e x p l a i n e d  b y  t h e  f a c t  t h a t ,  a t  
a n g u l a r  r o y l i n g  v e l o c i t i e s  g r e a t e r  t h a n  t h e  c r i t i c a l ,  t h e  s t a t i c  
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s t a b i l i t y  o f  y a w i n g  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  d i s t u r b e d ,  h o w e v e r  
t h e  d y n a m i c  s t a b i l i t y  o f  t h e  t o t a l  m o t i o n  i s  r e t a i n e d .  I n  t h i s  
c a s e  t h e r e  i s  a c e r t a i n  a n a l o g y  w i t h  t h e  l o n g i t u d i n a l  t r i m  o f  a n  
a i r c r a f t  when f o r  t r i m  o f  t h e  s t a b l e  a i r c r a f t  w e  r e q u i r e  6 e > 0 ,  
r a t h e r  t h a n  t h e  u n s t a b l e  6 e > 0 .  

To e x p l a i n  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  w e  may a p p r o a c h  from a n o t h e r  
p o s i t i o n .  The e f f e c t  o n  t h e  a i r c r a f t  o f  t h e  moment Amy d u r i n g  a 
r o l l i n g  m a n e u v e r  may b e  s t u d i e d  a s  a p e r i o d i c  d i s t u r b a n c e  w i t h  a 
c i r c u l a r  f r e q u e n c y  w x  ( s e e  S e c t i o n  1 8 ) .  I n  t h i s  c a s e  t h e  i n c r e a s e  
i n  w, u p  t o  v a l u e s  w h i c h  e x c e e d  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  W B  r e p r e s e n t s  
p a s s a g e  t h r o u g h  r e s o n a n c e  a n d  l e a d s  t o  a c h a n g e  b y  180° i n  t h e  r e -  
a c t i o n  p h a s e  o f  t h e  a i r c r a f t  f o r  f3 f o r  s u c h  a p e r i o d i c  d i s t u r b a n c e  

T u r n i n g  t o  t h e  p r e c i s e  e x p r e s s i o n  f o r  ( B s s / A ~ y ) y  we f i n d  t h a t  
d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  s u p p l e m e n t a r y  t e r m s  w h i c h  d e p e n d  on 
d a m p i n g ,  i n  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  A 0  when w a  > W B ,  t h e  n u m e r a t o r  o f  
- E x p r e s s i o n  ( 5 . 7 )  v a n i s h e s  a t  v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c L t y  
w, s m a l l e r  t h a n  A o ,  b u t  when w a  < u p ,  t h i s  h a p p e n s  a t  v a l u e s  o f  w, 
g r e a t e r  t h a n  A o .  T h i s  l e a d s  t o  a c h a n g e  i n  t h e  t y p e  o f  t h e  d e -  
p e n d e n c e  o f  A j 6 ,  f o r  t h e  d i f f e r e n t  c o m b i n a t i o n s  o f  w a  a n d  w B  a n d  
c a u s e s  t h e  r e s p e c t i v e  c h a n g e s  i n  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  a i r c r a f t  w h i c h  
w i l l  b e  s t u d i e d  b e l o w  i n  g r e a t e r  d e t a i l .  F o r  i l l u s t r a t i o n  o f  t h e s e  
f a c t s  on F i g u r e  5 . 2  w e  h a v e  p l o t t e d  g r a p h s  o f  t h e  f u n c t i o n s A & g r  
f o r  d i f f e r e n t  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  

t o  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  a i r c r a f t  n o t  c a u s e d  by  a e r o d y n a m i c  d a m p i n g .  

- 
The d o t t e d  l i n e s  i n d i c a t e  t h e  c u r v e s  w h i c h  c o r r e s p o n d  B '  w,and 

One o f  t h e  b a s i c  q u e s t i o n s  i n  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  i n  
c a r r y i n g  o u t  s p a t i a l  m a n e u v e r s  i s  t h e  q u e s t i o n  a s  t o  m a i n t a i n i n g  
c o n t r o l l a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  by  t h e  a i l e r o n s  a t  a n  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  e x c e e d i n g  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l .  L o s s e s  i n  c o n t r o l -  
l a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  a r e  p o s s i b l e  i n  t h o s e  c a s e s  when a s t a b l e  
s t a t i c  s o l u t i o n  ( s i n g u l a r  p o i n t )  e x i s t s  w h i c h  i s  n o n z e r o  when Am, = 
0 ,  ; . e . ,  w i t h  u n d e f l e c t e d  a i l e r o n s .  M a n e u v e r s  f o r  w h i c h  t h e  a i r -  
c r a f t  may e n t e r  i n t o  t h e  c o n d i t i o n  o f  m o t i o n  w i t h  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t i e s  e x c e e d i n g  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l  a r e  s t u d i e d  i n  g r e a t e r  d e -  
t a i l  i n  S e c t i o n  2 3 .  I n  t h i s  - s e c t i o n  w e  determin-e t h e  c o n d i t i o n s  
o f  e x i s t e n c e  o f  t h e  s o l u t i o n  w, ~ 2 ~ ~ i t  when Am, = 0 i n  t h e  g e n e r a l  
c a s e  o f  c a r r y i n g  o u t  a s p a t i a l  m a n e u v e r  b y  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r -  
o n s  a n d  t h e  r u d d e r  a t  v a r i o u s  i n i t i a l  l o n g i t u d i n a l  t r i m s  o f  t h e  
a i r c r a f t  ( a o ,  Aa6). We c o n d u c t  t h e  i n v e s t i g a t i o n  f o r  n o n l i n e a r  
d e p e n d e n c e  o f  t h e  l a t e r a l  moment on t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  
s l i p  m,(B, a )  w h i c h  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

i . e . ,  t h e  1 a t e r a l . m o m e n t  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  o f  a d e r i v a t i v e  / 1 7 5  
m! w h i c h  d e p e n d s  o n  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k .  

L e t  u s  l o o k  a t  d i f f e r e n t  e x t r e m e  v a r i a t i o n s ,  when :  
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I n  t h i s  c a s e  l e t  u s  n o t  l o o k  a t  t h e  g e n e r a l  c a s e  when as: a n d  
m Z B  a r e  f o u n d  i n  a n  a r b i t r a r y  r e l a t i o n s h i p .  I n v e s t i g a t i o n  o f  t h i s  
c a s e  may b e  c a r r i e d  o u t  by  u s i n g  t h e  same  m e t h o d  w h i c h  i s  p r o p o s e d  
b e l o w  b u t  w i l l  l e a d  t o  c o n s i d e r a b l y  m o r e  awkward c o m p u t a t i o n s .  

The c o n d i t i o n  for t h e  e x i s t e n c e  of-a sin-gular p o i n t  - o f  t h e  
e q u a t i o n  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  when w X  > w z c r i t  a n d  A m ,  = 0 i n  
t h e  c a s e  when m$B 
t h i s  p o i n t  a n  i n e q u a l i t y ,  w h i c h  a p p e a r s  a s  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  
l a t e r a l  s t a b i l i t y  o f  a n  a i r c r a f t  m u s t  f a c i l i t a t e  d e v e l o p m e n t  o f  / 1 7 6  
r o l l i n g .  

0 ,  c o n s i s t s  o f  s a t i s f y i n g  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  

(as S S Q O  - a*) B, 0. ( 5 . 1 0 )  

The  i n e q u a l i t y  m u s t  b e  s a t i s f i e d  f o r  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  
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( 5 . 1 1 )  

I n  t h e  r e g i o n  o f  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  w h i c h  s a t i s f y  i n -  
e q u a l i t y  ( 5 . 1 1 ) ,  a s s u m i n g  t h a t  i s  n o t  t o o  h i g h  i n  E x p r e s s i o n  
(5.10), w e  c a n  d r o p  t h e  t e r m  (010 - a " ) ,  w h i c h  i s  u s u a l l y  s m a l l  i n  
c o m p a r i s o n  t o  a s s  a n d  f i n d  c o n d i t i o n  ( 5 . 1 0 )  i n  a n  a p p r o x i m a t e  f o r m :  

I n e q u a l i t y  ( 5 . 1 2 )  i s  s a t i s f i e d  when a a n d  B S s  h a v e  d i f f e r e n t  
s s  s i g n s .  U s i n g  T a b l e  2 l e t  u s  w r i t e  e x p r e s s i o n s  f o r  a s s  a n d  Bss f o r  

a r o l l i n g  m a n e u v e r  o f  a n  a i r c r a f t  t r i m m e d  a t  a n  a n g l e  o f  a t t a c k  a 0  
w i t h  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r .  

( 5 . 1 3 )  

( 5 . 1 4 )  

R e l a t i o n s h i p s  L 5 . 1 3 )  a n d  ( 5 . 1 4 )  m u s t  b e  s t u d i e d  w i t h  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t i e s  wx: t h a t  s a t i s f y  C o n d i t i o n  ( 5 . 1 1 )  when A 0  > 0 .  
I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e  b o u n d a r i e s  o f  t h e  r e g i o n  w h i c h  - d i f f e r  
i n  t h e  s i g n  o f  i n e q u a l i t y  ( 5 . 1 2 )  
s t r a i g h t  l i n e s .  

i n  t h e  c o o r d i n a t e s  a o ,  Amy a r e  

( 5 . 1 5 )  

The t y p e  o f  t h e  r e g i o n s  ( p l o t t e d  i n  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  
p a r a m e t e r s  o f  c o n t r o l  i n  t h e  l o n g i t u d i n a l  a n d  l a t e r a l  m o t i o n s  ( a o ,  
Am ) w h i c h  p o s s e s s  t h e  p r o p e r t y  t h a t  s t a b l e  s i n g u l a r  p o i n t s  e x i s t  
i n  t hem c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  r o l l i n g  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  when t h e  
a i l e r o n s  a r e  p l a c e d  i n t o  t h e  n e u t r a l  p o s i t i o n )  d e p e n d s  o n  t h e  r e -  
l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e - v a l u e s - o f  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c -  
i t i e s  o f  t h e  a i r c r a f t  wa a n d  W B .  

Y 
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L e t  u s  l o o k  a t  t h e  c a s e  w h i c h  i s  c h a r a c t e r i s t i c  o f  f l i g h t  a t  -- /177 
- s u b s o n i c  s p e e d s ,  when w~ << w a .  F o r  d e t e r m i n a n c y  l e t  u s  a s s u m e  t h a t  
wz > 0 .  Then  f r o m  E x p r e s s i o n s  ( 5 . 1 3 )  a n d  ( 5 . 1 4 )  i t  f o l l o w s  t h a t  
the c o e f f i c i e n t s  f o r  a 0  i n  b o t h  e x p r e s s i o n s  a r e  p o s i t i v e  a n d  f o r  
Amy t h e y  a r e  n e g a t i v e .  

C o n s e q u e n t l y  b o t h  b o u n d a r y  l i n e s  p a s s  t h r o u g h  I a n d  I1 o f  t h e  
q u a d r a n t .  An e x a m p l e  o f  s u c h  r e g i o n s  i s  g i v e n  o n  F i g u r e  5 . 3 .  The 

r e g i o n  o f  p a r a m e t e r s ,  f o r  w h i c h  a s s  
a n d  B s s  h a v e  d i f f e r e n t  s i g n s  a n d  i n  
c o n n e c t i o n  w i t h  w h i c h  l o s s  i n  c o n t r o l -  
l a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  by  t h e  a i l e r -  
o n s  i s  p o s s i b l e ,  i s  shown o n  F i g u r e  
5 . 3  b y  t h e  s h a d e d  a r e a s .  From F i g u r e  
5 . 3 .  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h i s  r e g i o n - d o e s  
n o t  e n c o m p a s s  t h e  s t r a i g h t  l i n e  Amy = 0 
w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  m o t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t  w i t h  t h e  r u d d e r  i n  n e u t r a l  p o s i -  
t i o n  ( s e e  S e c t i o n  19). The r e g i o n  i t- 
s e l f  i n  w h i c h  loss of c o n t r o l l a b i l i t y  
o f  t h e  a i r c r a f t  by  t h e  a i l e r o n s  i s  
p o s s i b l e  i s  q u i t e  n a r r o w  a n d  a r a t h e r  
p r e c i s e  a g r e e m e n t  i s  n e c e s s a r y  b e t w e e n  
cto a n d  Am i n  o r d e r  t h a t  when t h e  
a i l e r o n s  a r e  p l a c e d  i n  t h e  n e u t r a l  

r o t a t i o n .  Hence  i n  p a r t i c u l a r  w e  c a n  
mdke t h e  r a t h e r  i m p o r t a n t  c o n c l u s i o n  t h a t  when w~ << w, t h e  a i r c r a f t  
p r a c t i c a l l y  a l w a y s  r e t a i n s  c o n t r o l l a b i l i t y  o f  t h e  a i l e r o n s  e v e n  i n  
t h a t  c a s e  when t h e  r u d d e r  d u r i n g  t h e  e n t i r e  t i m e  o f  t h e  m a n e u v e r  i s  
d e f l e c t e d  a n d  a t  t h e  e n d  o f  t h e  m a n e u v e r  i s  n o t  p l a c e d  i n t o  t h e  
n e u t r a l  p o s i t i o n .  

Y 

F i g .  5 . 3  p o s i t i o n  t h e  a i r c r a f t  d o e s  n o t  c e a s e  

L e t  u s  p r o c e e d  t o  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l - r o l l i n g  v e l o c i t y  
w i t h  a r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  c r i t i c a l  ve&k-oci t ies  wct  > > w ~ ,  c h a r a c t e r -  
i s t i c  f o r  f l i g h t  a t  s u p e r s o n i c  s p e e d s .  I n  t h i s  c a s e  t h e  s t r a i g h t  
l i n e s  ass = 0 a n d  B s s  = 0 a r e  a r r a n g e d  i n  t h e  I 1  a n d  I V  q u a d r a n t s  
( F i g .  5 . 4 ) .  From F i g u r e  5 . 4  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  f o r  - t h e  r e l a t i o n -  
s h i p  o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  when w, >> u p ,  t h e  p i c t u r e  
is s u b s t a n t i a l l y  d i f f e r e n t  t h a n  w i t h  t h e  r e v e r s e  s i g n  o f  t h e  i n -  
e q u a l i t y .  The r e g i o n  i n  w h i c h  l o s s e s  a r e  p o s s i b l e  i n  t h e  c o n t r o l -  
l a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  now i s  e n c o m p a s s e d  c o m p l e t e l y  i n  q u a d r a n t s  
I a n d  I11 a n d  t h e  g r e a t e r  p a r t  of  q u a d r a n t s  I1 a n d  I V Y  i n c l u d i n g  
t h e  l i n e  A m  = 0 .  Hence  i t  f o l l o w s  t h a t  p r a c t i c a l l y  i n  a l l  c o m b i n a -  
t i o n s  o f  ag’and A m  
d e v e l o p m e n t  o f  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  e x c e e d i n g  i n  v a l u e  t h e  
s e c o n d  c r i t i c a l ,  t h e  a i r c r a f t  may l o s e  c o n t r o l l a b i l i t y  b y  t h e  a i l e r -  
o n s  ( w i t h  v a l u e s  o f  a 0  a n d  Amy f r o m  t h e  s h a d e d  r e g i o n  o n  F i g .  5 . 4 ) .  

d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  a c c o m p a n i e d  b y  t h e  Y 

F o r  a m o r e  c o m p l e t e  r e p r e s e n t a t i o n  l e t  u s  l o o k  b r i e f l y  a t  t h e  
c a s e s  when t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  o f  a n  a i r c r a f t  i s  i n d e p e n d e n t  o f  
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t h e  a n g l e  o f  a t t a c k ,  i . e .  , m, = O(mX0 0 ) .  The c o n d i t i o n  o f  /178 
loss o f  s t a b i l i t y ,  j u s t  a s  b e f o r e ,  i s  s u c h  a n  i n f l u e n c e  o f  t h e  
l a t e r a l  s t a b i l i t y  o n  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  w h i c h  f a c i l i t a t e s  
- d e v e l o p m e n t  o f  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  o f  t h e  a i r c r a f t .  When 
w, > 0 ,  f o r  t h i s  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y  i s  s a t i s f i e d :  

( 5 . 1 6 )  

U s i n g  R e l a t i o n s h i p  ( 5 . 1 4 )  
i t  i s  e a s y  t o  c o n s t r u c t  t h e  
b o u n d a r i e s  o f - t h e  r e g i o n s  b o t h  
- f o r  tke case  w~ < < m a  a n d  f o r  
W B  > > w c L ,  w h i c h  d e f i n e s  t h e  v a l u e s  
o f  t h e - p a r a m e t e r s  o f  c o n t r o l  
(ao, Am ) f o r  w h i c h  r e a l i z a t i o n  
o f  s y s t e m s  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  

o f  a n  a i r c r a f t  i s  p o s s i b l e .  E x a m p l e s  o f  t h e  r e g i o n s  a r e  g r a p h i c a l l y  
shown  o n  F i g u r e s  5 . 5  a n d  5 . 6 .  The c h a r a c t e r i s t i c  s i n g u l a r i t i e s  o f  
t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  c a u s e d  b y  l a t e r a l  s t a b i l i t y  w h i c h  i s  
i n d e p e n d e n t  o f  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  i s  t h a t ,  when Am - 0 ,  t h e  e n t r y  
o f  t h e  a i r c r a f t  i n t o  a s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  r e g a r d l e s s  o f -  
t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  c r i t i c a l  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  wcl a n d  w B  
i s  p o s s i b l e  o n l y  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  o f  t h e  a i r c r a f t  t r i m m e d  
a t  a n e g a t i v e  a n g l e  o f  a t t a c k .  

Y F i g .  5 . 4  

3 -  

F i n a l l y  i f  m g B  > 0 a n d  a?; i s  n o t  v e r y  h i g h ,  t h e  c o n d i t i o n  o f  
loss o f  c o n t r o l l a b i l i t y  of  t h e  a i r c r a f t  by  t h e  a i l e r o n s  a t  h i g h  
r o l l i n g  v e l o c i t i e s  c a n  b e  w r i t t e n  a n a l o g o u s  t o  e x p r e s s i o n  ( 5 . 1 2 ) ,  
o n l y  t h e  s i g n  o f  t h e  i n e q u a l i t y  m u s t  b e  c h a n g e d  t o  t h e  p o s i t i v e  

a s s  B s s  > o  ( 5 . 1 7 )  

I t  i s  o b v i o u s  t h a t  i n  t h i s  c a s e  t h e  b o u n d a r i e s  o f  t h e  r e g i o n s  
a g r e e  w i t h  t h o s e  p l o t t e d  on F i g u r e s  5 . 3  a n d  5 . 4 ,  o n l y  now t h e  
r e g i o n  i s  s h a d e d  w h e r e  e a r l i e r  i t  w a s  n o t  ( F i g s .  5 . 7  a n d  5 . 8 ) .  
From t h e s e  f i g u r e s  i t  f o l l o w s  t h a t  i n  t h e  c a s e  when m g B  > 0 ; . e . ,  
i t  h a s  a s i g n  w h i c h  i s  o p p o s i t e  t o  t h e  u s u a l  f o r  s u b s o n i c  f l y i n g  
s p e e d s ,  f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  t h e  c o n t r o l l a b i l i t y  b y  t h e  a i l e r -  
o n s  a t  a n g u l a r  - r o l l i n g  v e l o c i t i e s  e x c e e d i n g  - t h e  v a l u e  o f  t h e  s e c o n d  
c r i t i c a l  w z  > w 2 c r i t ,  t h e  r e l a t i o n s h i p  > > w a  i s  n o t  f a v o r a b l e .  

2 3 .  The E f f e c t  o f  Rudder  D e f l e c t i o n  on t h e  Dynamics  o f  an  
A i r c r a f t  D u r i n g  R o l l i n g  M a n e u v e r s  

I n  t h i s  s e c t i o n  w e  l o o k  b r i e f l y  a t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  / 1 8 0  
t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  c a r r i e d  
o u t  w i t h  t h e  s i m u l t a n e o u s  g r a d u a l  d e f l e c t i o n s  of  a i l e r o n s  a n d  r u d -  
d e r  f o r  t w o  b a s i c  o r i g i n a l  c o n d i t i o n s  o f  f l i g h t  ( h o r i z o n t a l  f l i g h t  
a n d  f l i g h t  w i t h  a n e g a t i v e  G - f o r c e ) .  C e r t a i n  c h a r a c t e r i s t i c s  of 
t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  c o n t r o l  b y  a i l e r o n s  a n d  r u d d e r  were  
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s t u d i e d  i n  S e c t i o n  2 2 .  I n  t h e  p r e s e n t  s e c t i o n  t h e  b a s i c  a t t e n t i o n  
i s  p a i d  t o  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  p o s s i b i l i t y  of t h e  e s c a p e  o f  a n  a i r -  
c r a f t  i n t o  l a r g e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s ,  i n  p a r t i c u l a r  i n t o  
a n g u l a r  v e l o c i t i e s  w h i c h  e x c e e d  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l ,  a n d  t o  a n  
i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  c o n t r o l l a b i l i t y  o f  a n  a i r c r a f t  b y  a i l e r o n s  d 
d u r i n g  r o t a t i o n  a t  s u c h  a n g u l a r  v e l o c i t i e s .  I n  t h e  i n v e s t i g a t i o n s  
w e  w i l l  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  d e p e n d e n c e  of  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  
moment of l a t e r a l  s t a b i l i t y  m! on t h e  a n g l e  o f  a t t a c k ,  i . e . ,  w e  

t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  (amt/aa < 0 ) .  
s t a b i l i t y  on t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  i n c l u d e s  a number  o f  c h a r a c t e r -  
i s t i c s  f o r  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  a i r c r a f t  w h i c h  were  p a r t i a l l y  men- 
t i o n e d  i n  S e c t i o n s  1 9  a n d  2 2 .  The m o s t  s u b s t a n t i a l  i n f l u e n c e  o f  t h e  
d e p e n d e n c e  o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  on t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a p p e a r s  
i n  t h o s e  ca ses  when i n  t h e  p r o c e s s  o f  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  t h e  
a n g l e s  o f  a t t a c k  o f  t h e  a i r c r a f t  become  n e g a t i v e .  I n  f a c t  i n  t h i s  

t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  c h a n g e s  t o  t h e  o p p o s i t e .  A c h a r a c t e r i s t i c  
e x a m p l e  o f  s u c h  a m o t i o n  i s  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  o f  a n  a i r c r a f t  
w i t h  s i m u l t a n e o u s  c o n t r o l  by t h e  r u d d e r  " c o u n t e r  t o  t h e  r o t a t i o n " ,  
i . e . ,  when 

s h a l l  a s s u m e  t h a t  t h e  f u n c t i o n  mx(a> 6 h a s  a n e g a t i v e  d e r i v a t i v e  f o r  
S u c h  a d e p e n d e n c e  o f  t h e  l a t e r a l  

c a s e  t h e  s i g n  o f  t h e  d e r i v a t i v e  mx(a> B c h a n g e s  a n d  t h e  i n f l u e n c e  o f  

- 
s i g n  fir = - s i g n  w z .  

D e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  6, d u r i n g . a  r o l l i n g  m a n e u v e r  c o u n t e r  
t o  t h e  r o t a t i o n  l e a d s  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a n  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  
of t h e  a i r c r a f t ,  w h i c h  p r e v e n t s  t h e  r o l l i n g ,  a n d  t o  a d e c r e a s e  i n  
t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  a n d  w i t h  a s u f f i c i e n t l y  l a r g e  v a l u e  o f  t h e  r u d -  
d e r  d e f l e c t i o n  t o  t h e  e s c a p e  o f  t h e  a i r c r a f t  i n  t h e  p r o c e s s  o f  t h e  
r o l l i n g  m a n e u v e r  t o  n e g a t i v e  a n g l e s  o f  a t t a c k .  W i t h  n e g a t i v e  a n g l e s  
o f  a t t a c k  t h e r e  o c c u r s  a c h a n g e  i n  t h e  s i g n  o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  
mi(a) ( s e e  F i g .  4 . 9 )  a n d  i f  p r e v i o u s l y  t h e  s i d e  s l i p  i n h i b i t e d  
d e v e l o p m e n t  o f  r o l l i n g  t h e n  t h e  r e v e r s e  phenomenon  o c c u r s  now, ? . e . ,  
t h e  s i d e  s l i p  o f  t h e  a i r c r a f t  b e g i n s  t o  f a c i l i t a t e  d e v e l o p m e n t  o f  
roll. The a i r c r a f t  seems t o  " c a t c h - u p "  a n d  t h e  a n g l e  o f  r o l l i n g  
v e l o c i t y  b e g i n s  t o  g r o w  u n t i l  i t  n o  l o n g e r  e x c e e d s  t h e  v a l u e  o f  t h e  
s e c o n d  c r i t i c a l  v e l o c i t y .  

T h i s  s e c t i o n  c o n s i s t s  of t w o  b a s i c  s e c t i o n s  i n  w h i c h  w e  a n a l y z e  
t h e  e f f e c t  o f  r u d d e r  d e f l e c t i o n  c o u n t e r  t o  t h e  r o t a t i o n  a n d  i n  t h e  
d i r e c t i o n  o f  t h e  r o t a t i o n  on t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  a i r c r a f t  d u r i n g  /181 
r o l l i n g  m a n e u v e r s .  I n  e a c h  s e c t i o n  t h e  i n v e s t i g a t i o n  i s  c a r r i e d  
_ -  o u t  b o t h  - f o r  t h e  c a s e  when t h e  s m a l l e r  c r i t i c a l  r g l l L n g  v e l o c i t y  i s  
m a ( ~ ,  < < m 6 )  a n d  f o r  t h e  c a s e  when t h e  s m a l l e r  i s  m 6 ( m a  < < c o g ) .  

1 .  R o l l i n g  M a n e u v e r s  o f  a n  A i r c r a f t  w i t h  S i m u l t a n e o u s  D e f l e c t i o n  
o f  t h e  R u d d e r  C o u n t e r  t o  t h e  D i r e c t i o n  o f  R o t a t i o n  ( s i g n  6r = - s i g n L x )  

- - 
(a) The ease ma << u p  ( t h e  r e l a t i o n s h i p  i s  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  

M < 1 n u m b e r s ) .  The c h a r a c t e r  o f  t h e  c h a n g e  i n  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  
t h e  s t a t i c  s o l u t i o n s  f o r  t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  i n  t h i s  c a s e  w e r e  s t u d i e d  i n  g r e a t  d e t a i l  a b o v e  a n d  i s  o b v i o u s  
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f r o m  F i g u r e s  5 . 9  a n d  5 . 1 0 .  For a r o l l i n g  m a n e u v e r  c a r r i e d  o u t  f r o m  
t h e  c o n d i t i o n s  o f  h o r i z o n t a l  f l i g h t ,  e x a m p l e s  o f  t h e  s t a t i c  s o l u -  
t i o n s  for t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  a r e  g r a p h i c a l l y  shown on 
F i g u r e s  5 . 1 1  - 5 . 1 3 ,  a n d  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  on F i g u r e  5 . 1 4 .  
For t h e s e  g r a p h s  we m u s t  make t h e  f o l l o w i n g  e x p l a n a t i o n s ,  The 
d e f l e c t i o n  6, c o u n t e r  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  r o t a t i o n  when wz > 0 i s  
c a r r i e d  o u t  t o  t h e  n e g a t i v e - s i d e  ( 6 ,  < 0 on  a l l  t h e  g r a p h s  f o r  t h e  
s t a t i c  s o l u t i o n s )  a n d  when w5 < 0 t o  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n  ( 6 ,  > 0 
o n  a l l  g r a p h s  w i t h  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s ) .  T h i s  a g r e e m e n t  m u s t  b e  
t a k e n  i n t o  a c c o u n t  i n  c o m p a r i n g  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n s  a n d  t h e  t r a n -  
s i e n t  c o n d i t i o n s .  

F i g .  5 . 9  

F i g .  5 . 1 0  

/ 1 8 2  
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The c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r s ,  w i t h  t h e  s i m u l -  /184 
t a n e o u s  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  c o u n t e r  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  r o t a -  
t i o n  f r o m  t h e  c o n d i t i o n s  o f  f l i g h t  w i t h  a p o s i t i v e  n o r m a l  G - f o r c e ,  
a r e  c a u s e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  t r i m  a n g l e  o f  a t -  
t a c k  c10 a n d  t h e  moment f r o m  t h e  r u d d e r  A m y  l e a d s  t o  a n  i n c r e a s e  i n  
t h e  a n g l e  of  a t t a c k  c1 o f  d i f f e r e n t  s i g n s  a n d  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  
6 of  i d e n t i c a l  s i g n s .  I n  t h i s  r e s p e c t  w i t h  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r s  
w i t h  s m a l l  a i l e r o n  d e f l e c t i o n s  d u e  t o  t h e  l a r g e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  
o f  t h e  a i r c r a f t  m g ( c 1 )  a b a s i c  e f f e c t  i s  e x e r t e d  o n  t h e  m o t i o n  o f  
t h e  a i r c r a f t  b y  t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  6,, w h i c h ,  a s  a r e s u l t  

F i g .  5 . 1 4  

o f  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a l a r g e  a n g l e  of s i d e  s l i p  o f  t h e  a i r c r a f t ,  
may e v e n  l e a d  t o  a c h a n g e  i n  t h e  d i r e c t i o n  of  t h e  roll. On t h e  
o t h e r  h a n d  a s  n o t e d  a b o v e  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  w i t h  l a r g e  d e -  
f l e c t i o n s  o f  t h e  a i l e r o n s  a n d  r u d d e r  c o u n t e r  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  
r o t a t i o n  i t  i s  p o s s i b l e  f o r  t h e  a i r c r a f t  t o  g o  i n t o  n e g a t i v e  a n g l e s  
o f  a t t a c k .  W i t h  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  w i t h  a n e g a t i v e  a n g l e  
o f  a t t a c k  t h e r e  o c c u r s  a c h a n g e  i n  t h e  s i g n  o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  
m,(a) d u e  t o  w h i c h  t h e  s i d e  s l i p  t h a t  p r e v i o u s l y  i n h i b i t e d  d e v e l o p -  
m e n t  o f  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  now b e g i n s  t o  
f a c i l i t a t e  i t s  g r o w t h  u n t i l  w n o  l o n g e r  e x c e e d s  t h e  v a l u e  o f  t h e  
s e c o n d  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t y  ( F i g .  5 . 1 5 ) .  M a n e u v e r s  o f  t h i s  
t y p e  c o r r e s p o n d  t o  t h e  e s c a p e  o f  t h e  a i r c r a f t  i n t o  a s y s t e m  o f  i n -  
e r t i a l  r o t a t i o n .  

B 

3: 

G r a p h s  o f  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n s  f o r  t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  o f  a n  
a i r c r a f t  d u r i n g  a r o l l i n g  m a n e u v e r  w i t h  t h e  s i m u l t a n e o u s  d e f l e c t i o n  
o f  t h e  r u d d e r  c o u n t e r  t o  t h e  d i r e c t i o n  of  r o t a t i o n  f r o m  t h e  c o n -  
d i t i o n s  o f  f l i g h t  w i t h  a n e g a t i v e  G - f o r c e  a r e  shown  o n  F i g u r e s  5 . 1 6 -  
5 . 1 8 .  For r o l l i n g  m a n e u v e r s  c a r r i e d  o u t  u n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s  i t  
i s  c h a r a c t e r i s t i c  t h a t  t h e r e  b e - t h e  p r e s e n c e  o f  s t a b i l i t y  o f  t h e  
b r a n c h  o f  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n  Am (w,) a t  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  Y l e s s  t h a n  t h e  f i r s t  c r i t i c a l  v e l o c i t y  w h i c h  d e p e n d s  q u i t e  w e a k l y  o n  

1 6 9  
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t h e  v a l u e s  o f  t h e  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  a i l e r o n s  a n d  t h e  r u d d e r .  I n  
c o n n e c t i o n  w i t h  t h i s  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  /186 
w i t h  s l o w  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  a n d  r u d d e r  p r a c t i c a l l y  i s  

i n d e p e i  

F i g ,  5 . 1 7  

oihf a =-- 
0 2  

l e n t  o f  t h e  v a l u e  

I II 
! /I 

1 1 
F i g .  5 . 1 9  

o f  t h e  d e f l e c t i o n s .  E x a m p l e s  o f  t h e  
t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  a c c o r d i n g  t o  t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  
a r e  shown on F i g u r e  5 . 1 9 .  L e t  u s  n o t e  t h a t  w i t h  t h e  a p p r o a c h  o f  
t h e  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  t o  t h e  v a l u e  o f  t h e  f i r s t  
c r i t i c a l  v e l o c i t y ,  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  o f  t h e  a i r c r a f t  c h a n g e s  
s i g n  t o  t h e  o p p o s i t e  ( r e g a r d l e s s  o f  t h e  f a c t  t h a t  AGy s i g n  wx < 0 ,  
t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  B b e c o m e s  p o s i t i v e )  a n d  b e g i n s  t o  i n h i b i t  
t h e  d e v e l o p m e n t  o f  r o l l i n g .  B e c a u s e  o f  t h i s ,  a t  s m a l l  e l e v a t i o n s  
o f  t h e  a i l e r o n s ,  n o  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  g r e a t e r  t h a n  t h e  
s e c o n d  c r i t i c a l  a r e  s e e n .  W i t h  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a t  l a r g e  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  (wx > ~ ~ 2 ~ ~ i t ) ,  w h i c h  i s  r e a c h e d  b y  

- 
/ 1 8 7  
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l a r g e  a n d  s h a r p  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  a i l e r o n s ,  p l a c i n g  t h e  a i l e r o n s  
i n t o  t h e  n e u t r a l  p o s i t i o n  s t o p s  t h e  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  e v e n  
w i t h  t h e  r u d d e r  k e p t  i n  t h e  d e f l e c t e d  p o s i t i o n .  

- 
( b )  T h e  ease Ea ( t h e  r e l a t i o n s h i p  i s  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  

n u m b e r s  M > 1). E x a m p l e s  o f  t h e  c h a n g e  i n  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  
s t a t i c  s o l u t i o n s  f o r  s u c h  r e l a t i o n s h i p s  of t h e  c r i t i c a l  v e l o c i t i e s  
a r e  shown o n  F i g u r e s  5 . 2 0  a n d  5 . 2 1 .  E x a m p l e s  o f  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n s  
for t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  
m a n e u v e r s  c a r r i e d  o u t  f r o m  c o n d i t i o n s  o f  h o r i z o n t a l  f l i g h t  a r e  
shown  on F i g u r e s  5 . 2 2  - 5 . 2 4 .  A n a l y s i s  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  
o f  a n  a i r c r a f t  a n d  o f  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n s  s h o w s  t h a t  w i t h  s m a l l  
d e f l e c t i o n s  o f  t h e  a i l e r o n s  t h e  r o l l i n g  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  
d e t e r m i n e d  by t h e  v a l u e  o f  t h e  d e f l e c t i o n  of  t h e  r u d d e r  ( F i g .  5 . 2 5 ) .  
The f a c t  i s  c h a r a c t e r i s t i c  t h a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  r o l l i n g  
m a n e u v e r  i s  a c c o m p a n i e d  b y  a s t r o n g  c h a n g e  i n  t h e  a n g l e  o f  s i d e  
s l i p  s o  t h a t  i n  a n u m b e r  o f  c a s e s  i n  t h e  a n a l y z e d  e x a m p l e s  t h e  a n g l e  
o f  s i d e  s l i p  f3 e x c e e d s  3 0 ° .  S u c h  a c h a n g e  i n  t h e  a n g l e  o f  s i d e  
s l i p  i s  c a u s e d  by  t h e  s m a l l  d e g r e e  o f  y a w i n g  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r -  
c r a f t .  Wi th  t h e  e s c a p e  o f  t h e  a i r c r a f t  i n t o  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c -  
i t i e s  e x c e e d i n g  t h e  v a l u e  of t h e  s e c o n d  c r i t i c a l  v e l o c i t y  a n d  t h e  
a i l e r o n s  p l a c e d  i n t o  a n e u t r a l  p o s i t i o n ,  l o s s e s  may o c c u r  i n  t h e  
c o n t r o l l a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  by  t h e  a i l e r o n s  w h i c h  i s  e x p r e s s e d  
i n  t h e  r e t e n t i o n  o f  a p r a c t i c a l l y  c o n s t a n t  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  r e g a r d l e s s  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  a i l e r o n s  a r e  l o -  
c a t e d  i n  a n  u n d e f l e c t e d  p o s i t i o n .  

R o l l i n g  m a n e u v e r s  w i t h  a n e g a t i v e  i n i t i a l  n o r m a l  G - f o r c e  a r e  
c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  r e l a t i v e  ea se  o f  e s c a p e  o f  t h e  a i r c r a f t  i n t o  
a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  e x c e e d i n g  t h e  v a l u e  o f  t h e  s e c o n d  
c r i t i c a l .  The s t a t i c  s o l u t i o n s  a n d  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  /189 
t h i s  ca se  o f  t h e  m a n e u v e r s  a r e  shown on F i g u r e s  5 . 2 6  - 5 . 2 8 .  P l a c i n g  
t h e  a i l e r o n s  i n t o  a n e u t r a l  p o s i t i o n  u s u a l l y  d o e s  n o t  s t o p  t h e  
s p i n n i n g  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t .  R o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  
s t o p p e d ,  a n d  t h a n k s  t o  t h e  i n f l u e n c e  o f  6 p ,  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  
roll may e v e n  b e  c h a n g e d ,  if a t  t h e  moment t h a t  t h e  a i l e r o n s  a r e  
p l a c e d  i n t o  t h e  n e u t r a l  p o s i t i o n  t h e  c o n d i t i o n s  ( c l s s - f 3 s s  > 0 )  a r e  
s a t i s f i e d .  
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R o l l i n g  m a n e u v e r s  when t h e  a i l e r o n s  a r e  p l a c e d  i n t o  t h e  n e u t r a l  
p o s i t i o n  a r e  u s u a l l y  a c c o m p a n i e d  by  a s t r o n g  d e v e l o p m e n t  o f  a n g l e s  
o f  s i d e  s l i p  6 a n d  a t t a c k  a ( s e e  F i g .  5 . 2 8 ) .  

2 .  A i l e r o n  C o n t r o l  w i t h  S i m u l t a n e o u s  D e f l e c t i o n  o f  t h e  Rudder  
i n  t h e  D i r e c t i o n  o f  R o t a t i o n  ( s i g n  6 r  = s i g n  w z )  

- 
(a) T h e  ease < < w ~  ( t h e  r e l a t i o n s h i p  i s  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  

n u m b e r s  M < 11, 

E x a m p l e s  o f  s t a t i c  s o l u t i o n s  for t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  
o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r  w i t h  a s i m u l t a n e o u s  d e f l e c -  
t i o n  of t h e  r u d d e r  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  r o t a t i o n  f r o m  c o n d i t i o n s  o f  
h o r i z o n t a l  f l i g h t  a r e  shown o n  F i g u r e s  5 . 2 9  - 5 . 3 1 .  The c h a r a c t e r -  
i s t i c  f e a t u r e  o f  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  s i z e  o f  t h e  r e q u i r e d  moment 
o f  t h e  a i l e r o n s  on wx[Amx(ux)] i s  t h a t  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  / 1 9 0  

w i t h  s m a l l  a i l e r o n  d e f l e c t i o n s  
t o  a v e r y  l a r g e  d e g r e e  i s  d e t e r -  
m i n e d  by t h e  s i z e  o f  t h e  r u d d e r  
d e f l e c t i o n  b u t ,  b e g i n n i n g  f r o m  
c e r t a i n  v a l u e s  o f  t h e  d e f l e c t i o n  
6 ,  a n d  t h e  a p p r o a c h  o f  t h e  v a l u e  
o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  
t o  t h e  v a l u e  o f  t h e  f i r s t  c r i t i -  
c a l  v e l o c i t y ,  g e n e r a l l y  c e a s e s  
t o  d e p e n d  o n  t h e  d e f l e c t i o n s  

-0.05 6 ,  a n d  6, .  S u c h  a s m a l l  d e -  
p e n d e n c e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  

P 
v e l o c i t y  o n  t h e  s i z e  o f  t h e  
c o n t r o l  d e f l e c t i o n  i s  e x p l a i n e d  

0 
-41 

by  t h e  f a c t  t h a t  w i t h  t h e  a p -  a 
- p r o a c h  o f  t h e  r o l l i n g  v e l o c i t y  

% wx t o  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  t h e  
40 a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  

o f  t h e  a i r c r a f t  b e g i n  t o  g r o w  
s t r o n g l y  a n d  t h e r e  i s  a r a t h e r  
s m a l l  c h a n g e  i n  t h e  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y  i n  o r d e r  f o r  
t h e  l a t e r a l  moment Cm,(a).Bl 
t o  c o m p e n s a t e  t h e  c h a n g e s  i n  

W t  

C 

B 

- 4 y  

-a' 
0 t h e  v a l u e s  6, a n d  6, .  

U I n  t h e  r e g i o n  o f  a n g u l a r  
v e l o c i t i e s  o f  r o t a t i o n  o f  t h e  
a i r c r a f t  f o r  r o l l i n g  w h i c h  e x -  

F i g .  5 . 2 5  c e e d s  t h e  v a l u e  o f  t h e  s e c o n d  
c r i t i c a l  v e l o c i t y  (ux > ~ ~ 2 ~ ~ i ~ ) ,  

c o n t r o l l a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  by t h e  a i l e r o n s  i s  r e t a i n e d  
p r a c t i c a l l y  i n  a l l  c o m b i n a t i o n s  o f  d e f l e c t i o n s  o f  t h e  r u d d e r  a n d  
c o n d i t i o n s  o f  l o n g i t u d i n a l  t r i m  o f  t h e  a i r c r a f t  ( a o )  ( s e e  S e c t i o n  
2 2 ) .  
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E x a m p l e s  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  Z o r  t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  o f  / 1 9 4  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  g r a d u a l  d e f l e c t i o n  o n  t h e  c o n t r o l s  a r e  
shown on F i g u r e s  5 . 3 2  a n d  o n  F i g u r e  5 . 3 3  i s  shown  t h e  g r a p h  o f  c h a n g e  

F i g .  5 . 3 2  

i n  p a r a m e t e r s  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  w i t h  t h e  a i l e r o n s  p l a c e d  i n -  
t o  t h e  n e u t r a l  p o s i t i o n  a n d  t h e  r u d d e r  k e p t  i n  a c o n s t a n t  p o s i t i o n .  
From F i g u r e  5 . 3 3  i t  i s  c l e a r  t h a t  a f t e r  p l a c i n g  t h e  a i l e r o n s  i n t o  
t h e  n e u t r a l  p o s i t i o n ,  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  i s  r e t a i n e d  t h a t  
i s  d e t e r m i n e d  by  t h e  v a l u e  o f  t h e  r u d d e r  d e f l e c t i o n .  

E x a m p l e s  o f  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n  f o r  t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  o f  
m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  a r o l l i n g  m a n e u v e r  c a r r i e d  o u t  f r o m  
c o n d i t i o n s  o f  f l i g h t  w i t h  a n e g a t i v e  n o r m a l  G - f o r c e  a r e  shown on /19 5 
F i g u r e  5 . 3 4  a n d  e x a m p l e s  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  o n  5 . 3 5 .  The 
c h a r a c t e r i s t i c  f e a t u r e  o f  t h e s e  r o l l i n g  m a n e u v e r s  i s  t h e  r e l a t i v e  
s i m p l i c i t y  o f  e s c a p e  o f  t h e  a i r c r a f t  i n t o  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c -  
i t y  e x c e e d i n g  t h e  v a l u e  o f  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l  v e l o c i t y .  An i n t e r -  
e s t i n g  p r o p e r t y  o f  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  c a r r i e d  o u t  a t  a l o n g i t u d i n a l  
t r i m  o f  - t h e  a i r c r a f t  w i t h  a n  a n g l e  o f  a t t a c k  " 0  = a h f / 2 ,  i s  t h a t  
when Am, = 0 r e g a r d l e s s  o f  t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  i n  t h e  
d i r e c t i o n  o f  r o t a t i o n  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  o c c u r s  a t  a s m a l l  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  ( s e e  F i g .  5 . 3 4 ) .  T h i s  f a c t  i s  e x p l a i n e d  
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by t h e  s m a l l  v a l u e  o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  m & a >  
i n  t h e  e x a m i n e d  e x a m p l e  w i t h  a t r i m  a n g l e  o f  a t t a c k  a 0  = a h f / 2 ,  
w h i c h  makes  t h e  r u d d e r  p r a c t i c a l l y  i n e f f e c t i v e  i n  c r e a t i n g  a n  a n g u l a r  
r o l l i n g  v e l o c i t y .  

F i g .  5 . 3 3  

F i g .  5 . 3 4  

/ 1 9 6  
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Fig. 5 . 3 5  

Fig. 5 . 3 6  
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R e c o r d i n g s  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  w i t h  t h e  a i l e r o n s  
p l a c e d  i n t o  n e u t r a l  p o s i t i o n  a n d  r e t e n t i o n  o f  t h e  r u d d e r  i n  a d e -  
f l e c t e d  p o s i t i o n  a r e  shown o n  F i g u r e  5 . 3 5 .  

- 
( b )  T h e  ease La > > W B  ( t h e  r e l a t i o n s h i p  i s  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  

n u m b e r s  M > 1). E x a m p l e s  o f  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n s  f o r  t h e  b a s i c  
p a r a m e t e r s  of  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  a r o l l i n g  m a n e u v e r  w i t h  
t h e  s i m ~ l t a n e o u s  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  f r o m  c o n d i t i o n s  o f  h o r i -  
z o n t a l  f l i g h t  a n d  f l i g h t  w i t h  a n e g a t i v e  G - f o r c e  a r e  shown  o n  F i g u r e  
5 . 3 6  a n d  5 . 3 7 .  The f e a t u r e  of  t h e  c o n t r o l l e d  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
i n  t h e s e  ca ses  i s  t h e  r e l a t i v e  s i m p l i c i t y  o f  t h e  e s c a p e  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  i n t o  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  e x c e e d i n g  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l  
v e l o c i t y .  E x a m p l e s  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  m a n e u v e r s  
c a r r i e d  o u t  f r o m  c o n d i t i o n s  o f  h o r i z o n t a l  f l i g h t  a r e  shown on F i g u r e  
5 . 3 8 .  From t h e  f i g u r e  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  p l a c i n g  t h e  a i l e r o n s  i n t o  
a n e u t r a l  p o s i t i o n  w i l l  n o t  s t o p  t h e  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t .  
E x a m p l e s  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  m a n e u v e r s  c a r r i e d  o u t  
f r o m  c o n d i t i o n s  o f  f l i g h t  w i t h  a n e g a t i v e  G - f o r c e  a r e  shown on 
F i g u r e  5 . 3 9 ,  i n  p a r t i c u l a r ,  i n  p l a c i n g  t h e  a i l e r o n s  i n t o  a n e u t r a l  
p o s i t i o n .  From F i g u r e s  5 . 3 8  a n d  5 . 3 9  i t  f o l l o w s  t h a t  p l a c i n g  t h e  
a i l e r o n s  i n t o  a n e u t r a l  p o s i t i o n  i n  t h i s  c a s e  w i l l  n o t  s t o p  t h e  
r o l l i n g  t u r n  o f  t h e  a i r c r a f t ,  i . e . ,  t h e r e  i s  o b s e r v e d  a m o t t o r !  w h i c h  
i s  c a l l e d  t h e  i n e r t i a l  r o t a t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t .  I t  m u s t  b e  n o t e d  
t h a t  m o t i o n  w i t h  t h e  l o s s  o f  s t a b i l i t y  u s u a l l y  e x i s t s  i n  c a r r y i n g  
o u t  a l a r g e  number  o f  r o l l i n g  t u r n s  o f  a n  a i r c r a f t .  I n  c a r r y i n g  
o u t  o n e  t u r n  s u c h  s y s t e m s  u s u a l l y  a r e  u n a b l e  t o  d e v e l o p  a n d  t h e  a i r -  
c r a f t  r e t a i n s  c o n t r o l l a b i l i t y .  

/ 1 9 7  

/ 1 9  8 

F i g .  5 . 3 7  

1 8 1  
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C H A P T E R  V I  

T H E  E F F E C T  OF A U T O M A T I C  I N S T R U M E N T S  O N  T H E  D Y N A M I C S  O F  A N  
A I R C R A F T  D U R I N G  S P A T I A L  M A N E U V E R S  

The c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  s p a t i a l  m a n e u v e r s ,  l e a d i n g  i n  c e r -  / 2 0 0  
t a i n  i n s t a n c e s  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  of  m o t i o n  of  a n  a i r c r a f t  accom- 
p a n i e d  by  s i g n i f i c a n t  G - f o r c e s  a n d  a n g u l a r  v e l o c i t i e s ,  c a u s e s  u s  t o  
s e e k  m e t h o d s  f o r  i m p r o v i n g  t h e  d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  m o d e r n  
a i r c r a f t .  A s o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m  i s  p o s s i b l e  i n  t h r e e  b a s i c  
d i r e c t i o n s :  

1. G u a r a n t e e i n g  t h e  p r o p e r  i n e r t i a l  a n d  a e r o d y n a m i c  c h a r a c t e r -  
i s t i c s  o f  t h e  a i r c r a f t  i n  t h e  d e s i g n .  

2 .  I n t r o d u c i n g  l i m i t a t i o n s  t o  t h e  p i l o t i n g  o f  t h e  a i r c r a f t .  

3 .  U s i n g  a u t o m a t i c  e q u i p m e n t .  

E a c h  o f  t h e s e  d i r e c t i o n s  h a s  p o s i t i v e  a n d  n e g a t i v e  s i d e s .  I t  
i s  o b v i o u s  t h a t  w e  a r e  f a r  f r o m  b e i n g  a b l e  t o  g u a r a n t e e  t h e  r e q u i r e d  
( f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  s p a t i a l  m o t i o n )  a e r o d y n a m i c ,  or e v e n  t h e  
i n e r t i a l ,  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a n . a i r c r a f t .  L i m i t a t i o n s  t o  t h e  
p i l o t i n g  i n  c e r t a i n  i n s t a n c e s  make t h e  m a n e u v e r i n g  c a p a b i l i t i e s  o f  
t h e  a i r c r a f t  w o r s e  a s  w e l l  a s  n o t  b e i n g  u n a l l o w a b l e  i n  all c a s e s .  
The m o s t  p r o m i s i n g  m e a n s  i s  t h e  u s e  o f  a u t o m a t i c  e q u i p m e n t  for i m -  
p r o v i n g  t h e  d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  of t h e  a i r c r a f t .  

S e v e r a l  v a r i a t i o n s  of a u t o m a t i c  s y s t e m s  w h i c h  p e r m i t  i m p r o v i n g  
t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  s p a t i a l  m a n e u v e r s  h a v e  b e e n  
s t u d i e d  i n  t h e  s p e c i a l  l i t e r a t u r e  [ 4 8 1 ,  C 5 5 1 ,  h o w e v e r  t h i s  p r o b l e m  
c a n  n e v e r  b e  a s s u m e d  a s  b e i n g  s u f f i c i e n t l y  d e v e l o p e d  a n d  w e  s h a l l  
n o t  r e m a i n  o n  i t  f o r  a n y  p e r i o d  o f  t i m e .  The m a t e r i a l  i n t r o d u c e d  
b e l o w  i s  d e v o t e d  o n l y  t o  o n e  s p e c i f i c  p r o b l e m  o f  a u t o m a t i o n .  

We s h a l l  a n a l y z e  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  s p a t i a l  m o t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t  e q u i p p e d  w i t h  o s c i l l a t i o n  d a m p e r s  r e l a t i v e  t o  a i l  t h r e e  m a j o r  
i n e r t i a l  a x e s .  

And f i n a l l y  i n  t h e  l a s t  s e c t i o n  of t h i s  c h a p t e r  w e  l o o k  b r i e f l y  
a t  s e v e r a l  r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e  a e r o d y n a m i c  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a i r -  
c r a f t  a n d  d i s c u s s  a r g u m e n t s  a s  t o  t h e  p o s s i b l e  r e q u i r e m e n t s  o n  
l i m i t a t i o n  o f  t h e  m a n e u v e r s .  
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2 4 .  T h e  E f f e c t  o f  O s c i l l a t i o n  Dampers on t h e  Dynamics  o f  an 
A i r c r a f t  D u r i n g  R o l l i n g  M a n e u v e r s .  

A t  t h e  p r e s e n t  t i m e  i n  t h e  m a j o r i t y  o f  m o d e r n  m a n e u v e r i n g  a i r -  - / 2 0  
c r a f t  a u t o m a t i c  m e a n s  a r e  w i d e l y  u s e d  t o  a r t i f i c i a l l y  s t a b i l i z e  a n d  
r a i s e  t h e  d y n a m i c  s t a b i l i t y  ( o s c i l l a t i o n  d a m p e r s  a l o n g  t h e  p i t c h i n g  
c h a n n e l s ,  t h e  c o u r s e  c h a n n e l s ,  a n d  t h e  r o l l i n g  c h a n n e l s .  I n  c o n -  
n e c t i o n  w i t h  t h i s  l e t  u s  l o o k  b r i e f l y  a t  t h e  i n f l u e n c e  o f  s u c h  
d a m p i n g  d e v i c e s  o n  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  s p a t i a l  
m a n e u v e r s  w i t h  s t r o n g  r o l l i n g .  

E x t e r n a l  
d i s t u r b  a n  c e 5 

E x t e r n a l  
d i s  t - u r b  a n  c e s  

a b 

F i g .  6 . 1  

F i g u r e  6 . 1  s h o w s  t h e  p r i n c i p a l  s c h e m a t i c s  o f  t w o  o f  t h e  m o s t  
w i d e l y  u s e d  t y p e s  o f  d a m p e r s .  F i g u r e  6 . 1 , a  s h o w s  t h e  p r i n c i p a l  
b l o c k  s c h e m a t i c  o f  t h e  s i m p l e s t  d a m p e r  c o m p o s e d  o f  a r a t e - o f - t u r n  
i n d i c a t o r  ( R T I ) ,  a s i g n a l  a m p l i f i e r  i n d i c a t o r  ( A ) ,  a n d  a c o n t r o l -  
s u r f a c e  a c t u a t o r  (CSA) .  The d a m p e r  o p e r a t e s  i n  t h e  f o l l o w i n g  way .  
W i t h  t h e  a p p e a r a n c e  o f  a n  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
t h e r e  a p p e a r s  a t  t h e  o u t p u t  o f  t h e  r a t e - o f - t u r n  i n d i c a t o r  a s i g n a l ,  
w h i c h  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h i s  v e l o c i t y ,  a n d  w h i c h  i s  a m p l i f i e d  a n d  
r e a c h e s  t h e  c o n t r o l - s u r f a c e  a c t u a t o r .  B a s e d  on t h e  s i g n a l  f r o m  t h e  
R T I ,  t h e  CSA d e f l e c t s  t h e  c o n t r o l  t o  t h e  s i d e  c o u n t e r  t o  t h e  r a t e  
of  t u r n .  The o p e r a t i o n  o f  t h e  d a m p e r  i n  s i m p l i f i e d  f o r m ,  w i t h o u t  
t a k i n g  t h e  r e a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  a m p l i f i e r  a n d  t h e  c o n t r o l -  
s u r f a c e  a c t u a t o r  i n t o  a c c o u n t ,  c a n  b e  a p p r o x i m a t e l y  d e s c r i b e d  by  
t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  

6 = k,*w (6.1) 

From F o r m u l a  ( 6 . 1 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  u s e  o f  o s c i l l a t i o n  
d a m p e r s  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  c h a n g e  i n  t h e  d e r i v a t i v e  o f  d a m p i n g  o f  
t h e  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  t h e  r e s p e c t i v e  a x i s .  

One b a s i c  d i s a d v a n t a g e  o f  a d a m p e r  o p e r a t i n g  i n  a c c o r d a n c e  
w i t h  E q u a t i o n  ( 6 . 1 )  i s  t h a t  s u c h  a d a m p e r  m a k e s  i t  m o r e  d i f f i c u l t  
t o  e s t a b l i s h  s t e a d y  b a n k i n g  a t  a c o n s t a n t  a n g u l a r  v e l o c i t y  w = c o n s t .  
I n  f a c t  w i t h  t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  a t  a c e r t a i n  c o n s t a n t  a n g l e  
o f  v e l o c i t y  ( t o  b e  s p e c i f i c  l e t  u s  l o o k ,  for e x a m p l e ,  a t  t h e  p i t c h i n g  
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d a m p e r ) ,  t h e  d a m p e r  w h i c h  o p e r a t e s  a c c o r d i n g  t o  D i a g r a m  a w i l l  
a c c o m p l i s h  t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  a n d  i n h i b i t  d e v e l o p m e n t  o f  / 2 0 2  
t h e  a n g u l a r  y a w i n g  v e l o c i t y .  If t h i s  s i g n a l  o f  t h e  a n g u l a r  v e l o c -  
i t y  i s  f i r s t  t r a n s m i t t e d  t o  a h i g h  f r e q u e n c y  f i l t e r  ( s e e  F i g .  6 . 1 , b )  
w h i c h  a d m i t s  t h e  v a r i a b l e  b u t  d o e s  n o t  a d m i t  t h e  c o n s t a n t  s i g n a l  
t h e n  d u r i n g  a s t e a d y  m a n e u v e r  when t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  i s  c o n s t a n t  t h e  s i g n a l  f r o m  t h e  d a m p e r  t o  t h e  c o n t r o l - s u r f a c e  
a c t u a t o r  w i l l  b e  e q u a l  t o  z e r o  a n d  t h e  r u d d e r  i s  n o t  d e f l e c t e d .  
F i g u r e  6 . 1 , b  s h o w s  t h e  b l o c k  s c h e m a t i c  of  a d a m p e r  w h i c h  i n  a d d i t i o n  
t o  t h e  e l e m e n t s  n o t e d  a b o v e ,  i n c l u d e s  a h i g h  f r e q u e n c y  f i l t e r  (HFF) 
t h a t  s e r v e s  f o r  d i m i n i s h i n g  t h e  d i s t u r b a n c e s  f r o m  t h e  d a m p e r  d u r i n g  
t h e  s t e a d y  rolls. 

A s  a h i g h  f r e q u e n c y  f i l t e r  a n  e l e c t r o n i c  c i r c u i t  i s  u s u a l l y  
u s e d ,  t h e  o p e r a t i o n  o f  w h i c h  c a n  b e  d e s c r i b e d  by  t h e  f o l l o w i n g  
t r a n s m i s s i o n  f u n c t i o n :  

w h e r e  p i s  t h e  L a p l a c e  o p e r a t o r  ( o p e r a t o r  o f  d i f f e r e n t i a t i o n ) ;  T1 
a n d  T2 a r e  c o n s t a n t s  o f  t h e  f i l t e r .  

O p e r a t i o n  o f  t h e  d a m p e r  w i t h  a h i g h - f r e q u e n c y  f i l t e r  may b e  
d e s c r i b e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  t r a n s m i s s i o n  f u n c t i o n :  

The d i f f e r e n c e  i n  o p e r a t i o n  o f  t h e  d a m p e r s  o f  t h e  t w o  d e s c r i b e d  
d i a g r a m s  i n  p r a c t i c e  a p p e a r s  o n l y  i n  a n a l y z i n g  s t e a d y  s y s t e m s  o f  
m o t i o n .  I n  a n a l y z i n g  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  o n  a s t e a d y  roll 
t h e  e f f e c t  of  t h e  d a m p e r  of t h e  f i r s t  t y p e  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  
c h a n g e  i n  t h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  d a m p e r  o f  t h e  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  
t h e  r e s p e c t i v e  a x i s  a n d  t h e  e f f e c t  o f  t h e  s e c o n d  t y p e  d a m p e r  d o e s  
n o t  i n f l u e n c e  t h e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  a n d  i s  n o t  t a k e n  i n t o  
a c c o u n t .  W i t h  o s c i l l a t i o n a l  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  t h e  e f f e c t  o f  
b o t h  t y p e s  o f  d a m p e r s  i s  a p p r o x i m a t e l y  i d e n t i c a l  a n d  e q u i v a l e n t  t o  
t h e  c h a n g e  i n  t h e  d e r i v a t i v e  o f  d a m p i n g  o f  t h e  a i r c r a f t  r e l a t i v e  t o  
t h e  r e s p e c t i v e  a x i s .  

The e f f e c t  o f  t h e  p i t c h i n g  a n d  y a w i n g  d a m p e r s  o n  t h e  d y n a m i c s  
o f  t h e  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  h a s  t h r e e  b a s i c  t y p e s  o f  
m a n i f e s t a t i o n :  

(1) E f f e c t  o n  t h e  v a l u e  o f  t h e  f r e e  t e r m  A g ( L z ) ,  ; . e . ,  o n  t h e  
d e g r e e  o f  s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  a n d  t h e  s i z e  o f  t h e  
c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s ;  
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( 2 )  Change  i n  t h e  s t a t i c  r e l a t i o n s h i p s  a n d ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  
r e a c t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  t o  d e f l e c t i o n  of t h e  c o n t r o l s ;  

( 3 )  The e f f e c t  o n  t h e  d e g r e e  o f  d a m p i n g  o f  o s c i l l a t i o n s  d u r i n g  
t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s .  

The e f f e c t  o f  t h e  s i z e  o f  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  d a m p i n g  o f  t h e  
a i r c r a f t  o n  t h e  s i z e  o f  t h e  f r e e  t e r m  Ao(wx) o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
e q u a t i o n  of m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  a t  a c o n s t a n t  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  wx = c o n s t  w a s  s t u d i e d  i n  S e c t i o n  8 ,  w h e r e  i t  w a s  shown 
t h a t  a n  i n c r e a s e  i n  d a m p i n g  may l e a d  t o  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  z o n e  o f  
u n s t a b l e  m o t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  a n d  c o n s e q u e n t l y  t o  t h e  d i s a p p e a r a n c e  
o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t i e s .  H o w e v e r ,  l e t  u s  n o t e  t h a t  s u c h  / 2 0 3  
a n  e f f e c t  o n  t h e  f u n c t i o n s  Ao(wx) i s  e x e r t e d  o n l y  b y  t h e  d a m p e r  
w h i c h  o p e r a t e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  s c h e m a t i c  shown  on F i g u r e  6 . 1 , a .  
The d a m p e r s  w h i c h  o p e r a t e  a c c o r d i n g  t o  t h e  s c h e m a t i c  shown o n  F i g u r e  
6 . 1 , b  h a v e  p r a c t i c a l l y  n o  i n f l u e n c e  o n  t h e  s t e a d y  m o t i o n  o f  a n  a i r -  
c r a f t  a n d  t h e r e f o r e  e x e r t  n o  i n f l u e n c e  e i t h e r  o n  t h e  v a l u e  o f  Ao(wx) 
or o n  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n .  H o w e v e r ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  
p r o p e r  c h o i c e  o f  p a r a m e t e r s  o f  t h e  d a m p e r  i n  c e r t a i n  i n s t a n c e s  may 
s u c c e e d  i n  e l i m i n a t i n g  t h e  z o n e  o f  u n s t a b l e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
a t  a c o n s t a n t  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  t h e  e f f e c t  of t h e  d a m p e r s  
a r e  f a r  f r o m  b e i n g  s o  s i m p l e  a n d  d e t e r m i n a n t .  I n  a number  o f  c a s e s ,  
t h e  i n c l u s i o n  o f  a d a m p e r  e x e r t s  a n  u n f a v o r a b l e  i n f l u e n c e  on t h e  
d y n a m i c s  o f  t h e  s p a t i a l  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t ,  i n  p a r t i c u l a r  i t  w i l l  
l e a d  t o  a g r o w t h  i n  v a l u e s  of t h e  G - f o r c e s  a c t i n g  on i t .  L e t  u s  
l o o k  s e p a r a t e l y  a t  t h e  i n ’ f l u e n c e  o f  d a m p e r s  o f  y a w i n g  a n d  p i t c h i n g  
o n  t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s .  

A .  Dynamics  o f  a n  A i r c r a f t  w i t h  Yawing Damper 

The i n f l u e n c e  o f  a y a w i n g  d a m p e r ,  o p e r a t i n g  a c c o r d i n g  t o  t h e  
p l a n s  shown o n  F i g u r e  6 . l , a ,  on t h e  d y n a m i c s  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  
r o l l i n g  m a n e u v e r s  i s  e x p r e s s e d  b a s i c a l l y  i n  t h a t  b e c a u s e  o f  t h e  
o p e r a t i o n  o f  t h e  d a m p e r  d u r i n g  m a n e u v e r s  t h e r e  o c c u r s  a d e c r e a s e  i n  
t h e  s i z e  o f  t h e  a n g u l a r  y a w i n g  v e l o c i t y  m y .  I n  t h i s  c a s e  a s  i s  
e a s y  t o  s e e  f r o m  t h e  e q u a t i o n  o f  s i d e  s l i p ,  t h e  d e c r e a s e  i n  wy when 
wx = c o n s t  l e a d s  t o  a g r o w t h  i n  t h e  a n g l e  o f  s i d e  s l i p  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  

P 
“‘a= Pi, + P (a, + Aa) w, + + p. dz 

T h i s  r e s u l t  c a n  b e  made more  p r e c i s e  i f  we u s e  t h e  f o r m u l a  f o r  A I & ,  f r o m  T a b l e  2 :  

( 6 . 4 )  
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- From F o r m u l a  ( 6 . 5 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  g r o w t h  i n  t h e  c o e f f i c i e n t  
m w y  l e a d s  b o t h  t o  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  d e n o m i n a t o r  A o / u 2  a n d  i n  t h e  
n x m e r a t o r  o f  t_he e x p r e s s i o n .  I n  t h i s  c a s e  t h e  n u m e r a t o r  w i t h  a n  
i n c r e a s e  i n  GUY grows_ m o r e  r a p i d l y  a s  a r e s u l t  o f  w h i c h  t h e  c h a n g e  
i n  t h e  c o e f f i c i e n t  m U Y  l e a d s  t o  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  a n g l e  o f  s i d e  
s l i p  o f  t h e  a i r c r a f t  d u r i n g  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r .  T h i s  r e s u l t  i s  
q u i t e  i m p o r t a n t  s i n c e  i t  f o l l o w s  f r o m  it  t h a t  t h e  f l i g h t  o f  t h e  a i r -  
c r a f t  w i t h  t h e  y a w i n g  d a m p e r  t u r n e d  o n  may l e a d  t o  a n  i n c r e a s e  i n  
t h e  l a t e r a l  G - f o r c e s  d u r i n g  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r .  T h e s e  r e s u l t s  
p e r t a i n  a l s o  t o  t h e  y a w i n g  d a m p e r  o p e r a t i n g  a c c o r d i n g  t o  t h i s  p l a n  
i n  F i g u r e  6 . 1 , a .  H o w e v e r ,  t h e  d a m p e r  ( s e e  F i g .  6 . 1 , b )  i n c r e a s e s  
only t h e  v a l u e  o f  B m a x  a n d  d o e s  n o t  i n f l u e n c e  t h e  s t e a d y  v a l u e  o f  

Y 
Y 

BSS * 

F i g .  6 . 2  

C o m p u t a t i o n s  show t h a t  when U B  << wC1 t h e  y a w i n g  d a m p e r  e x e r t s  
a s m a l l  i n f l u e n c e  on t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  
a r o l l i n g  m a n e u v e r  ( F i g .  6 . 2 ) .  

B .  Dynamics  o f  a n  A i r c r a f t  w i t h  a P i t c h i n g  Damper 

The e f f e c t  of t h e  p i t c h i n g  d a m p e r ,  o p e r a t i n g  a c c o r d i n g  t o  t h e  
p l a n  shown i n  F i g u r e  6 . 1 , a  a n d  b y  on t h e  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  
d u r i n g  a r o l l i n g  m a n e u v e r  i s  on t h e  w h o l e  a n a l o g o u s  t o  t h e  e f f e c t  
of  t h e  y a w i n g  d a m p e r .  

T u r n i n g  on t h e  p i t c h i n g  d a m p e r  l e a d s  t o  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  r e -  
a c t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t ,  f o r  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  d u r i n g  a r o l l i n g  
m a n e u v e r ,  t o  t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r .  T h i s  r e s u l t  f o l l o w s  i n  
p a r t i c u l a r  f r o m  t h e  f o r m u l a  f o r  t h e  s t a t i c  d e r i v a t i v e  AEs, ( s e e  
T a b l e  2 ) :  

/ 2 0 4  

--B z W i t h  a g r o w t h  i n  t h e  v a l u e  m Z b  t h e  n u m e r a t o r  i n  E x p r e s s i o n  ( 6 . 6 )  
g r o w s  m o r e  r a p i d l y  t h a n  t h e  d e n o m i n a t o r  a n d  t h e  r e a c t i o n  o f  t h e  
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a i r c r a f t ,  f o r  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  ct d u r i n g  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r ,  t o  
t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  r u d d e r  i s  a m p l i f i e d .  

The  p i t c h i n g  d a m p e r ,  o p e r a t i n g  b o t h  a c c o r d i n g  t o  t h e  p l a n  i n  
F i g u r e  6 . 1 , a  a n d  a c c o r d i n g  t o  t h a t  i n  F i g u r e  6 . l , b ,  i n c r e a s e s  t h e  
d a m p i n g  o f  t h e  y a w i n g  o s c i l l a t i o n s  o f  t h e  a i r c r a f t  (when  W B  << w a ) .  
E x a m p l e s  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  a r e  shown  o n  F i g u r e  6 . 3 .  

C .  E f f e c t  of t h e  Ro l l ing  Damper 

The e f f e c t s  o f  t h e  r o l l i n g  d a m p e r  l e a d s  b o t h  t o  a c h a n g e  i n  
t h e  t i m e  o f  t h e  t r a n s i e n t  c o n d i t i o n s  o f  t h e  a i r c r a f t  i n  r o l l i n g  a n d  
t o  a d e c r e a s e  i n  t h e  v a l u e  o f  t h e  s t e a d y  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  / 2 0 5  
( i f  t h e  d a m p e r  o p e r a t e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  p l a n  shown o n  F i g u r e  6 . 1 , a ) .  

l'-- 5- ' I ' ' lots ' e c  
a 
0 

F i g .  6 . 3  

S i n c e  t h e  b a s i c  p a r a m e t e r  i n  t h e  a n a l y s i s  i s  t h e  v a l u e  o f  t h e  a n g u -  
l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t u r n i n g  t h e  r o l l i n g  
d a m p e r  o n  w i l l  l e a d  o n l y  t o  a c h a n g e  i n  t h e  q u a n t i t a t i v e  r e l a t i o n -  
s h i p s  b e t w e e n  t h e  v a l u e  o f  t h e  a i l e r o n  d e f l e c t i o n  a n d  t h e  r e a c t i o n s  
t o  i t  o f  t h e  a i r c r a f t .  I f  w e  a l s o  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h a t  t h e  v a l u e  
o f  t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  f r o m  t h e  r o l l i n g  d a m p e r  i s  u s u a l l y  
q u i t e  s m a l l  (A6, = 2 O  - 3 O ) ,  we may t h e n  a s s u m e  t h a t  i t s  i n f l u e n c e  
o n  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  a i r c r a f t  d u r i n g  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  i s  e x -  
p r e s s e d  m a i n l y  i n  t h e  s l o w i n g  o f  t h e  r e a c t i o n  o f  t h e  a i r c r a f t  t o  
t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  w h i c h  i n  c e r t a i n  i n s t a n c e s  may l o w e r  
t h e  G - f o r c e s  a c t i n g  o n  t h e  a i r c r a f t .  H o w e v e r ,  i n  summing u p  i t  
f o l l o w s  t o  n o t e  t h a t  t h e  u s e  o f  d a m p e r s  o f  r o l l i n g ,  y a w i n g  a n d  
p i t c h i n g  w i l l  n o t  s o l v e  t h e  p r o b l e m  o f  d e c r e a s i n g  t h e  G - f o r c e s  
d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  a n d  d o e s  n o t  e x c l u d e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  i t  
e n t e r i n g  i n t o  a s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n .  

2 5 .  Several  Arguments f o r  Choosing t h e  Basic  Parameters 
of Modern A i r c r a f t  

I n  s t u d y i n g  t h e  s p a t i a l  m o t i o n  o f  m o d e r n  a i r c r a f t  w i t h  s t r o n g  
r o l l i n g  w e  m u s t  i n  f i r s t  o r d e r  f i n d  c o m p u t a t i o n s  o f  t h e  v a l u e s  o f  
t h e  m a x i m a l  G - f o r c e s  a n d  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  d u r i n g  
t h e  m a n e u v e r  a n d  a l s o  a n a l y z e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  loss by  t h e  a i r -  
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c r a f t  o f  c o n t r o l l a b i l i t y  f r o m  t h e  a i l e r o n s  ( t h e  p o s s i b i l i t y  o f  a 
s y s t e m  of  i n e r t i a l  r o t a t i o n ) .  T h e  d e g r e e  of  i m p o r t a n c e  of e a c h  o f  
t h e s e  t w o  q u e s t i o n s ,  c h a r a c t e r i s t i c  f o r  t h e  s p a t i a l  m a n e u v e r s ,  i s  
d e t e r m i n e d  by  t h e  f l i g h t  s y s t e m  o f  t h e  a i r c r a f t .  

L e t  u s  l o o k  b r i e f l y  a t  t h e  i n f l u e n c e  of  t h e  s y s t e m s  o f  f l i g h t  
a n d  s e v e r a l  p a r a m e t e r s  o f  t h e  a i r c r a f t  a n d  i t s  d y n a m i c s  d u r i n g  
s p a t i a l  m a n e u v e r s .  L e t  u s  d e t e r m i n e  t h e  c o m p u t a t i o n a l  r a n g e s  of  
f l i g h t  f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  t h e  m a x i m a l ,  n o r m a l  a n d  l a t e r a l  
G - f o r c e s  w h i c h  a r i s e  d u r i n g  t h e  r o l l i n g  m a n e u v e r  c a r r i e d  o u t  f r o m  
t h e  c o n d i t i o n s  o f  h o r i z o n t a l  f l i g h t .  W e  s h a l l  l o o k  a t  r o l l i n g  
m a n e u v e r s  w h i c h  a r e  c a r r i e d  o u t  a t  a c o n s t a n t  v a l u e  of t h e  a i l e r o n  
d e f l e c t i o n  (5 ,  = c o n s t ) .  

U s i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p s  g i v e n  i n  T a b l e  2 l e t  u s  w r i t e  t h e  
f o r m u l a s  for A a s s  a n d  A B s s :  

U O  Q O  

- h 

I f  a s  Q O  w e  e x a m i n e  t h e  a n g l e  of  a t t a c k  o f  t h e  a i r c r a f t  u n d e r  
t h e  c o n d i t i o n s  of  h o r i z o n t a l  f l i g h t  ( a 0  = a h f ) ,  t h e n  t h e s e  r e l a t i o n -  
s h i p s  d e t e r m i n e  t h e  mean v a l u e s  of t h e  G - f o r c e s  a c t i n g  o n  t h e  a i r -  
c r a f t  

I f  w e  i g n o r e  t h e  i n f l u e n c e  of  d a m p i n g  o n  t h e  f r e e  t e r m  o f  t h e  c h a r -  
a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  A o / p 2  w e  c a n  s i m p l i f y  F o r m u l a s  ( 6 . 7 )  a n d  ( 6 . 8 ) .  
L e t  u s  l o o k  a t  A o / u 2  i n  t h e  f o r m  

( 6 . 1 0 )  

Making  t h e  o b v i o u s  t r a n s f o r m a t i o n s ,  w e  f i n d  
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(6.11) 

(6.12) 

T o  f i n d  t h e  v a l u e  o f  zx c o r r e s p o n d i n g  t o  a g i v e n  c o n s t a n t  d e -  
f l e c t i o n  o f  t h e  a i l e r o n s  i n  a l l  s y s t e m s  o f  f l i g h t  l e t  u s  l o o k  a t  
t h e  e q u a t i o n s  o f  moment s  r e l a t i v e  t o  t h e  a x i s  0x1: 

w h e n c e  i t  f o l l o w s  t h a t  

(6.13) 

(6.14) 

From F o r m u l a  ( 6 . 1 4 )  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  s t e a d y  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  / 2 0 7  
v e l o c i t y  ox i s  t h e  g r e a t e r  a s  t h e  a n g l e  o f  a t t a c k  o f  t h e  a i r c r a f t  
( a o )  i s  s m a l l e r  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  of h o r i z o n t a l  f l i g h t .  

T a k i n g  t h i s  r e s u l t  i n t o  a c c o u n t ,  f r o m  t h e  a n a l y s i s  o f  F o r m u l a  
(6.11) w e  f i n d  t h a t  t h e  n o r m a l  G - f o r c e  a c t i n g  o n  t h e  a i r c r a f t  is 
t h e  g r e a t e r  a s  t h e  v a l u e  o f  t h e  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t y  i s  s m a l l e r  

( t h a t  i s ,  t h e  g r e a t e r  t h e  h e i g h t  
o f  f l i g h t )  a n d  t h e  g r e a t e r  t h e  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  wz ( t h e  
s m a l l e r  a o ,  ; . e . ,  t h e  g r e a t e r  t h e  
r e f e r e n c e  p r e s s u r e ) .  

- 
S i n c e  o, i s  a s m a l l  v a l u e  when 

t ’wcri t  M < 1 a n d  g r o w s  s u b s t a n t i a l l y  when 
t h e  number  M > 1, f r o m  F o r m u l a  
(6.11) i t  f o l l o w s  t h a t  m a x i m a l  
n o r m a l  G - f o r c e s  may e x i s t  w i t h  
r o l l i n g  m a n e u v e r s  c a r r i e d  o u t  a t  
s u b s o n i c  f l y i n g  s p e e d s .  The r e g i o n  
i n  w h i c h  l a r g e  n o r m a l  G - f o r c e s  a r e  
p o s s i b l e  i s  shown g r a p h i c a l l y  o n  
F i g u r e  6 . 4 .  

From F o r m u l a  ( 6 . 1 2 )  i t  follows 
F i g .  6 . 4  t h a t  l a r g e  l a t e r a l  G - f o r c e s  d u r i n g  

1 9 0 



r o l l i n g  m a n e u v e r s  may b e  d e v e l o p e d  b o t h  i n  ca ses  when t h e  c r i t i c a l  
v e l o c i t y  w a  i s  t h e  s m a l l e r  a n d  i n  t h e  c a s e s  when t h e  r o l l i n g  v e l o c -  
- i t y  w e  i s  t h e  s m a l l e r .  T h e  c o m p u t a t i o n a l  c a s e  h o w e v e r  i s  t h a t  when 
w a  i s  t h e  s m a l l e r  c r i t i c a l  r o l l i n g  v e l o c i t y ,  i . e . ,  s u p e r s o n j c  f l y i n g  
s p e e d s .  S i n c e  a t  s u p e r s o n i c  s p e e d s  t h e  r e l a t i o n s h i p s  w, > > w e  a r e  
u s u a l l y  u s e d ,  F o r m u l a  ( 6 . 1 2 )  c a n  t h e n  b e  s i m p l i f i e 3 :  

(6.15) 

T h e  f o r m u l a  f o r  ( B S S / a 0 )  h a s  a f o r m  w h i c h  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e  
f o r m u l a  ( a s s / c i o )  s t u d i e d  a b o v e .  T h e  l a t e r a l  G-forces  a r e  g r e a t e r  
t h e  s m a l l e r  the v a l u e  of  t h e  c r i t i c a l  v e l o c i t y  w e  a n d  t h e  l a r g e r  
t h e  v a l u e  of  w B .  From R e l a t i o n s h i p  ( 6 . 1 4 )  i t  f o l l o w s  t h a t  wx g r o w s  
w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  r e f e r e n c e  p r e s s u r e  ( w i t h  a d e c r e a s e  i n  a 0  
= a h f ) .  The  r e g i o n  i n  w h i c h  t h e  l a t e r a l  G - f o r c e  i s  t h e  c o m p u t e d  
o n e  i s  shown o n  F i g u r e  6 . 4 .  

F i n a l l y  l e t  u s  e v a l u a t e  t h e  r e l a t i v e  p r o b a b i l i t i e s  o f  t h e  a i r -  / 2 0 8  
c r a f t  e n t e i ' i n g  i n t o  a s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n .  From t h e  r e -  
s u l t s  g i v e n  i n  t h e  p a p e r  i t  f o l l o w s  t h a t  f o r  m o d e r n  a i r c r a f t  of 
u s u a l  d e s i g n ,  e n t r y  i n t o  a s y s t e m  gf i n e r t i a l  r o t a t i o n  i s  p o s s i b l e  
a t  s u p e r s o n i c  f l y i n g  s p e e d s  (when  w e  << w,) d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  
c a r r i e d  o u t  f r o m  c o n d i t i o n s  of f l i g h t  w i t h  n e g a t i v e  a n g l e s  o f  a t t a c k .  

F o r  a n  a i r c r a f t  t o  e n t e r  i n t o  t h e  s y s t e m  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  
t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  e x c e e d - t h e  v a l u e  of  t h e  f i r s t  c r i t i c a l  
r o l l i n g  v e l o c i t y  a n d  t h e  f u n c t i 0 . n  Amxss(wx) h a v e  a z e r o  f o r  t h e  
z n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  g r e a t e r  t h a n  t h e  s e c o n d  c r i t i c a l  ( m a n e u v e r s  
of C a n d  E t y p e ,  s e e  F i g .  3 . 1 2 )  I n  s u c h  c a s e s  t h e  g r e a t e r  t h e  
-:slue o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  k:, t h e n  t h e  s m a l l e r  a r e  t h e  d e f l e c -  
t i o n s  o f  t h e  a i l e r o n s  f o r  p o s s i b l e  e n t r y  o f  t h e  a i r c r a f t  i n t o  t h e  
s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n .  

E v a l u a t i o n  of  t h e  r e q u i r e d  d e f l e c t i o n s  of  a i l e r o n s  c a n  be  
c a r > r * i e d  o u t  u s i n g  t h e  f c l l o w i n g  f o r m u l a :  

(6.16) 

- - or o t h e r w i s e  > wpk,, 
d i-s t (6.17) 

w h e r e  k ,  i s  t h e  e m p i r i c a l  c o e f f i c i e n t  w h i c h  t a k e s  t h e  i n f l u e n c e  of 
m3: i n t o  a c c o u n t  a n d  a0 < 0 .  B 
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The g r e a t e r  t h e  v a l u e  o f  

From E x p r e s s i o n  ( 6 . 1 7 )  i t  f o l l o w s  t h a t  s i n c e  m6 '-v-rz$!v, t h e n  

IKgl t h e  sma l l e r  i s  t h e  v a l u e  o f  t h e  
c o e f f i c i e n t  k , .  

- 
t h e  p r o b a b i l i t y  o f  e n t r y  i n t o  a s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n  g r o w s  
w i t h  i n c r e a s e  i n  t h e  h e i g h t  o f  f l i g h t  a n d  w i t h  d e c r e a s e  i n  t h e  ex -  
c e s s  d i r e c t i o n a l  s t a b i l i t y .  I n c r e a s i n g  t h e  e x c e s s  l a t e r a l  s t a b i l i t y  
l e a d s  t o  a d e c r e a s e  i n  k ,  w h i c h  s i m p l i f i e s  e n t r y  o f  t h e  a i r c r a f t  
i n t o  l a r g e  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  a n d  i n c r e a s e s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  i t s  
e n t e r i n g  i n t o  a s y s t e m  o f  i n e r t i a l  r o t a t i o n .  

On t h e  b a s i s  o f  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n s  w e  c a n  make t h e  f o l l o w i n g  
c o n c l u s i o n s :  

1. N o r m a l  G - f o r c e s  a c t i n g  o n  a n  a i r c r a f t  t a k e  m a x i m a l  v a l u e s  
f o r  r o l l i n g  m a n e u v e r s  a t  s u b s o n i c  f l y i n g  s p e e d s  a n d  t h e  g r e a t e r  t h e  
v a l u e  t h e  s m a l l e r  i s  t h e  e x c e s s  l o n g i t u d i n a l  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r -  
c r a f t .  I n  t h i s  r e s p e c t  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  t h e  e x c e s s  l o n g i t u d i n a l  
s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  n o t  b e  e x t r a o r d i n a r i l y  s m a l l .  

2 .  M a x i m a l  l a t e r a l  G - f o r c e s  e x i s t  d u r i n g  r o l l i n g  m a n e u v e r s  
c a r r i e d  o u t  a t  s u p e r s o n i c  f l y i n g  s p e e d s  a n d  a r e  t h e  g r e a t e r  i n  
v a l u e  a s  t h e  e x c e s s  d i r e c t i o n a l  s t a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  i s  s m a l l e r .  

3 .  The  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  a i r c r a f t  e n t e r i n g  i n t o  a s y s t e m  o f  
i n e r t i a l  r o t a t i o n  grows w i t h  d e c r e a s e  i n  t h e  d i r e c t i o n a l  s t a b i l i t y  Gt). 

4 .  A l a r g e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  m a k e s  i t  more  d i f f i c u l t  t o  p i l o t  /209 
t h e  a i r c r a f t  a n d  i n c r e a s e s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  i t  w i l l  e n t e r  i n t o  
a s y s t e m  o f  i n e r t L a l  r o t a t i o n .  S m a l l  v a l u e s  o f  t h e  l a t e r a l  s t a b i l i t y  
of t h e  a i r c r a f t  (mg) s h o u l d  t h e n  b e  g u a r a n t e e d .  

5 .  C a r r y i n g  o u t  r o l l i n g  m a n e u v e r s  w i t h  t h e  d a m p e r s  t u r n e d  o n  
somewha t  f a c i l i t a t e s  p i l o t i n g  t h e  a i r c r a f t  s i n c e  i t  s l o w s  down a n d  
" s m o o t h s "  o u t  i t s  r e a c t i o n  t o  d e f l e c t i o n  o f  t h e  c o n t r o l s .  

S i n c e  i n  many cases  t h e  r e q u i r e m e n t s  f o r m u l a t e d  a b o v e  for t h e  
a e r o d y n a m i c  p a r a m e t e r s  o f  s t a b i l i t y  o f  a n  a i r c r a f t  c a n n o t  b e  s a t i s -  
f i e d  c o m p l e t e l y ,  l i m i t a t i o n s  a r e  i n t r o d u c e d  f o r  p i l o t i n g  t h e  a i r -  
c r a f t  w h i c h  a r e  u s u a l l y  r e d u c e d  t o  t h e  f o l l o w i n g :  

1. I n  a r o l l i n g  m a n e u v e r  w i t h  p o s i t i v e  i n i t i a l  G - f o r c e s ,  t h e  
a n g l e s  o f  b a n k  c a n n o t  e x c e e d  3 6 0 O .  W i t h  a l a r g e  number  of t u r n s  t h e  
a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  m u s t  b e  l i m i t e d .  

2 .  I n  r o l l i n g  m a n e u v e r s  w i t h  i n i t i a l  G - f a r c e  n < 0 . 5  t h e  m a x i -  Y m a l  a n g l e  o f  b a n k  m u s t  n o t  e x c e e d  180° a n d  e s c a p e  f r o m  roll s h o u l d  
b e g i n  a t  y g 90°. 

3 .  Any r o l l i n g  m a n e u v e r s  w i t h  n e g a t i v e  i n i t i a l  G - f o r c e  m u s t  
b e  c a r r i e d  o u t  w i t h  g r e a t  c a r e  a n d  s h o u l d  b e  a v o i d e d .  
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C H A P T E R  V I 1  

M O T I O N  O F  S Y M M E T R I C  R O T A T I N G  R O C K E T S  

The i n v e s t i g a t i o n s  c a r r i e d  o u t  a b o v e  a n d  t h e  q u a l i t a t i v e  r e -  /210 
s u l t s  o b t a i n e d  c o n f i r m  t h e  g r e a t  c o m p l e x i t y  o f  t h e  p r o b l e m  o f  f i n d i n g  
s o l u t i o n s  f o r  t h e  g e n e r a l  c a s e  o f  m o t i o n  o f  a s o l i d ,  i n  t h i s  c a s e  
of a n  a i r c r a f t ,  u n d e r  t h e  i n f l u e n c e  o f  e x t e r n a l  moments  l i n e a r l y  
d e p e n d i n g  on o r i e n t a t i o n  a n d  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  m o t i o n .  I n  r e s p e c t  
t o  t h i s ,  g r e a t  i n t e r e s t  i s  g i v e n  t o  t h e  s t u d y  o f  more  s i m p l e  c a s e s  
o f  m o t i o n  o f  a n  a i r c r a f t  when s e v e r a l  a d d i t i o n a l  l i m i t a t i o n s  a r e  
a p p l i e d  t o  i t s  a e r o d y n a m i c  a n d  i n e r t i a l  c h a r a c t e r i s t i c s .  O f  p r a c t i -  
c a l  i n t e r e s t  i s  t h e  c a s e  f o r  w h i c h  s u c h  i n v e s t i g a t i o n s  c a n  b e  c a r -  
r i e d  o u t  m o r e  c o m p l e t e l y ,  t h a t  i s  t h e  p r o b l e m  o f  m o t i o n  o f  s y m m e t r i c  
c o n t r o l l e d  r o c k e t s  or m i s s i l e s  r o t a t i n g  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  
a x i s .  T h i s  c h a p t e r  i s  d e v o t e d  t o  a s t u d y  o f  t h e  q u e s t i o n s  o f  t h e  
d y n a m i c s  o f  s y m m e t r i c  r o t a t i n g  m i s s i l e s  d u r i n g  m o t i o n  w i t h  s m a l l  
a n g l e s  o f  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p .  I n  t h i s  c a s e  a s  s y m m e t r i c  m i s s i l e s  
w e  w i l l  u n d e r s t a n d  t h o s e  f o r  w h i c h  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  a r e  
s a t i s f i e d :  

1. An e l l i p s o i d  o f  i n e r t i a  o f  a m i s s i l e  i s  a b o d y  o f  r o t a t i o n  
t h e  m a x i m a l  a x i s  o f  w h i c h  c o r r e s p o n d s  w i t h  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  
0x1. 

2 .  The m i s s i l e  h a s  a t  l e a s t  t w o  o r t h o g o n a l  p l a n e s  o f  a e r o d y n a m i c  
s y m m e t r y  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s .  

3 .  F o r  a m i s s i l e  t h e  a e r o d y n a m i c  moments  a r e  l a c k i n g  w h i c h  
a c t  r e l a t i v e  t o  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  a n d  d e p e n d  on t h e  a n g l e s  o f  
a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  (moment s  o f  l a t e r a l  s t a b i l i t y  or moments  of  
" t r a n s v e r s e  a i r  - c o o  1 i ng ) . 

P o s s i b l e  d e s i g n s  o f  t h e s e  m i s s i l e s  a r e  shown  o n  F i g u r e  7 . 1 .  

I t  i s  o b v i o u s  t h a t  a l l  r e s u l t s  o b t a i n e d  a b o v e  f o r  t h e  g e n e r a l  
c a s e  c a n  b e  e x p a n d e d  a l s o  t o  t h e  s p e c i f i c  ca se  o f  m o t i o n  o f  a sym- 
m e t r i c  m i s s i l e ,  h o w e v e r  t h e r e  a r e  s e v e r a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  s u c h  
m o t i o n .  I n  f i r s t  o r d e r  w e  m u s t  n o t e  t h a t  t h e  m o t i o n  o f  s t a t i c a l l y  
s t a b l e  m i s s i l e s  i n  a r o l l i n g  r o t a t i o n  a r e  a p e r i o d i c a l l y  s t a b l e  a t  
a n y  v a l u e s  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t i e s  ( t h i s  r e s u l t  i n  p a r t i c u -  
l a r  w a s  f o u n d  i n  S e c t i o n  8 . ) .  However  u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s  w e  
may o b s e t i v e  r e s o n a n c e  phenomena  w h i c h  a r e  n e a r  i n  e s s e n c e  t o  

19 3 



a p e r i o d i c  i n s t a b i l i t y  o f  a n  a i r c r a f t  d u r i n g  c r i t i c a l  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t i e s  ( s e e  S e c t i o n  8 ) .  
I n  g e n e r a l  i t  f o l l o w s  t o  n o t e  /211 
t h a t  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  o f  
r o t a t i o n  o f  m i s s i l e s  p a r t i a l l y  
may b e  s t u d i e d  a s  c o n s t a n t s  
a n d  u s u a l l y  a r e  s i g n i f i c a n t l y  
g r e a t e r  t h a n  t h e  a n g u l a r  v e l o c -  
i t i e s  o f  r o t a t i o n  c h a r a c t e r -  
i s t i c  o f  a i r c r a f t  m a n e u v e r s .  
T h e r e f o r e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  
m o t i o n  o f  m i s s i l e s  r o t a t i n g  
a t  a c o n s t a n t  a n g u l a r  v e l o c i t y  

f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  
F i g .  7 . 1  h a v e  g r e a t e r  p r a c t i c a l  i n t e r e s t  

d i r e c t  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  t h a n  t o  a n a l o g o u s  i n -  
v e s t i g a t i o n s  f o r  a i r c r a f t .  

26. Equations of Motion o f  a Symmetric Rotating Missile. 
Analysis o f  Stability 

The e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  g i v e n  i n  C h a p t e r  I c a n  b e  e x p a n d e d  
a l s o  t o  t h e  m o t i o n  o f  a s y m m e t r i c  m i s s i l e ,  h o w e v e r  i n  t h e  l a t t e r  
c a s e  t h e y  m u s t  b e  a d d i t i o n a l l y  s i m p l i f i e d .  We s h o u l d  l o o k  a t  t h e  
m o t i o n  o f  a m i s s i l e  u n d e r  t h e  same a s s u m p t i o n s  a s  t h e  m o t i o n  o f  a n  
a i r c r a f t ,  ? . e . ,  w e  s h a l l  a s s u m e  t h a t  t h e  m i s s i l e  f l i e s  a t  a c o n s t a n t  
h e i g h t ,  h a s  a c o n s t a n t  mass a n d  t h e  i n f l u e n c e  o f  g r a v i t y  on i t s  
m o t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  c e n t e r  o f  mass c a n  b e  i g n o r e d .  I n  t h i s  c a s e  
t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  a m i s s i l e  w r i t t e n  r e l a t i v e  t o  t h e  m a j o r  
i n e r t i a l  a x i s ,  l y i n g  i n  i t s  p i t c h i n g  p l a n e s ,  i n  d i m e n s i o n a l  f o r m  
( s e e  S e c t i o n  4 )  a r e  o f  t h e  t y p e  

(7.1) 

I 
I 
I 

(7.2) 

T h e s e  e q u a t i o n s  d e s c r i b e  t h e  m o t i o n  o f  a m i s s i l e  a s  a f u n c t i o n  o f  /212 
d i m e n s i o n l e s s  t i m e  T a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  r e a l  t i m e  o f  t h e  e q u a t i o n  

- 
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! _-  
w h e r e  

1 
r = l - d t ,  1 

r m  
0 

(7.3) 

m r =- 
@SV(t) e 

L e t  u s  r e c a l l  t h a t  i n  i n v e s t i g a t i n g  t h e  d y n a m i c s  o f  m i s s i l e s  
a n d  t h e  e x p r e s s i o n s  for t h e  d e r i v a t i v e s ,  a s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
d i m e n s i o n s  w e  u s u a l l y  t a k e  t h e  a r e a  o f  t h e  m i d d l e  a n d  t h e  l e n g t h  o f  
t h e  b o d y  o f  t h e  m i s s i l e .  

L e t  u s  make t h e  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  E q u a t i o n s  ( 7 . 1 )  a n d  ( 7 . 2 )  
t o  a f o r m  w h i c h  i s  c o n v e n i e n t  f o r  a n a l y s i s .  On t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  
a e r o d y n a m i c  a n d  i n e r t i a l  s y m m e t r y  o f  t h e  m i s s i l e  we c a n  i n t r o d u c e  
t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s :  

w h e r e  

- - - 
The t e r m s  m O x ,  m o  , a n d  m o z  w h i c h  e n t e r  i n t o  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  
o f  E q u a t i o n s  ( 7 . 1 y  a n d  ( 7 . 2 )  r e p r e s e n t  moments  o f  s m a l l  n o n - s y m m e t r y  
w h i c h  may a r i s e  e i t h e r  d u e  t o  t h e  a e r o d y n a m i c  n o n - s y m m e t r y  ( s m a l l  
i n e q u a l i t y  o f  t h e  a n g l e s  o f  s e t ' t i n g  up t h e  c a r r i e r  s u r f a c e s ,  s m a l l  
a e r o d y n a m i c  n o n - s y m m e t r y  o f  s h a p e ,  e t c . )  or w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
a c t i o n  o f  c o n s t a n t  d i s t u r b e d  moments  o f  t h e  t h r u s t  m i s a l i g n m e n t  o f  
t h e  e n g i n e  o n  t h e  a c t i v e  s e c t i o n ,  e t c .  

From E q u a t i o n s  ( 7 . 1 )  a n d  ( 7 . 2 )  i t  i s  o b v i o u s  t h a t  t h e  r o l l i n g  
m o t i o n  o f  a m i s s i l e ,  i f  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  moments  o f  t h e  t r a n s -  
v e r s e  a i r - c o o l i n g  E x ( a , f 3 )  c a n  b e  i g n o r e d  ( f o r  e x a m p l e ,  for m i s s i l e s  
n e a r  t h e  a x i s y m m e t r i c ) ,  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  p i t c h i n g  a n d  y a w i n g  
- m o t i o n  o f  t h e  m i s s i l e  a n d  when = 0 t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  
wx i s  c o n s t a n t  i n  v a l u e .  H e n c e  i n  p a r t i c u l a r  i t  f o l l o w s  t h a t  
E q u a t i o n s  ( 7 . l ) - m a y  b e  s t u d i e d  s e p a r a t e l y  f r o m  E q u a t i o n s  ( 7 . 2 )  a n d  
w e  a s s u m e  t h a t  wX = c o n s t .  

The s y m m e t r i c  f o r m  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( 7 . 1 )  p e r m i t  
s i m p l i f y i n g  t h e i r  w r i t i n g  s o m e w h a t  d u e  t o  t h e  t r a n s i t i o n  t o  c o m p l e x  
v a r i a b l e s ,  ? . e . ,  a c o m p l e x  a n g l e  o f  a t t a c k  a n d  a n g u l a r  v e l o c i t y  
u s i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p  
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(7.4) 

Making a simple transformation we find 

where 

(7.5) 

(7.6) 

The system of Equations (7.5) can be conveniently reduced to 
a single equation which describes the change in the complex angle 
of attack of the missile 4 .  Let us make these transformations for 
motion at a constant angular velocity w z .  From the first equation 
of system (7.5) we find 

(7.7) 

Substituting Expressions (7.7) and (7.8) into the second equation 
of system (7.5) and grouping the terms for the respective deriva- 
tives of the angle 4 ,  we find 

(7.9) 

Equation (7.9) is a linear nonuniform equation with constant 
complex coefficients. F o r  its solution we must use the methods of 
solving linear equations with real coefficients. The basic differ- 
ence consists of the fact that the arbitrary constants in solving 
the equation with complex coefficients are complex numbers and the 
roots of the characteristic equation cannot be complex-conjugate as 
is the case with the equation having real coefficients. Taking in- 
t o  account the notations made, the solution to Equation (7.9) can 
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be written in the form 

Q= Aleal7+ A2ea17+ A,, (7.10) 

where the coefficients A i ,  A 2  and A 3  are complex constants depending 
on the initial conditions. The first two terms of Expression (7.10) 
describe the general solution to the uniform Equation (7.9) and the /214 
coefficient A 3  is the specific solution to the nonuniform equation 

The roots A 1  and A2 are determined from the expression 

(7.11) 

(7.12) 

From Expression (7.12) it is obvious that since the coefficients 
of control of motion (7.9) are complex, then the roots A 1  2 cannot 
be complex-conjugates and in the general case are differeAt complex 
roots and the solution (7.10) consists of oscillations of two 
different frequencies. Taking into account that the square root 
in Expression (7.12) represents a complex number the expression for 
the roots of the characteristic equation can be rewritten in the 
form 

h , 2 =  - (Re , fRe2)+i ( Iml  t Im,), (7.13) 

where (-Rely Iml) and (-Re2, Im2) are real and imaginary parts, 
respectively, of the first and second terms in Relationship (7.12). 

For stability of motion we must satisfy the conditions 

(7.15) 
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L e t  u s  l o o k  a t  a n  a n a l y s i s  o f  t h e s e  i n e q u a l i t i e s .  T a k i n g  i n t o  
a c c o u n t  t h a t  

1 Rel=($ -m)-  2 '  

w e  f i n d  t h a t  C o n d i t i o n  ( 7 . 1 4 )  i s  a l w a y s  s a t i s f i e d ,  t h e r e f o r e  w e  
m u s t  a n a l y z e  o n l y  C o n d i t i o n s  ( 7 . 1 5 ) .  T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h a t  t h e  
d a m p i n g  i s  s m a l l ,  o n  t h e  b a s i s  o f  R e l a t i o n s h i p  ( 7 . 1 5 ) ,  w e  i n t r o d u c e  
t h e  a p p r o x i m a t e  c o n d i t i o n  o f  s t a b i l i t y .  I n  t h e  s u b r o o t  e x p r e s s i o n  
o f  F o r m u l a  ( 7 . 1 2 )  i n  t h e  c a s e  o f  s m a l l  d a m p i n g  t h e  c o e f f i c i e n t  i.n 
t h e  i m a g i n a r y  p a r t  i s  s u b s t a n t i a l l y  l e s s  i n  v a l u e  t h a n  i n  t h e  r e a l  
p a r t ,  t h e r e f o r e  i n  e x t r a c t i n g  t h e  r o o t  we c a n  r e t a i n  o n l y  t h e  f i r s t  
t w o  terms of i t s  e x p a n s i o n  i n t o  a T a y l o r  s e r i e s .  C a r r y i n g  o u t  t h i s  - / 2 1 5  
o p e r a t i o n  w e  f i n d  a n  a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  r o o t s  X i  a n d  X 2 .  

--+ + p2Q2(1 -A)* 2 
).,,?= - ( 7 . 1 6 )  

- ~- + i ,  I/ - 4pmg + p2Q2 (1 - A ) ? ) .  

U s i n g  E x p r e s s i o n  ( 7 . 1 6 )  t h e  c o n d i t i o n  of s t a b i l i t y  ( 7 . 1 5 )  c a n  b e  
w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

( 7 . 1 7 )  

I n e q u a l i t y  ( 7 . 1 7 )  h a s  b e e n  o b t a i n e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  
t h e  e x p r e s s i o n  u n d e r  t h e  r a d i c a l  i n  F o r m u l a  ( 7 . 1 6 )  i s  p o s i t i v e .  
I n  o t h e r  w o r d s  we a d d i t i o n a l l y  a s s u m e  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y  
i s  s a t i s f i e d  

( 7 . 1 8 )  

I n e q u a l i t y  ( 7 . 1 8 )  i s  a n  a p p r o x i m a t e  c o n d i t i o n  o f  t h e  a p e r i o d i c  
s t a b i l i t y  o f  m o t i o n  o f  a m i s s i l e .  From c o m p a r i s o n  o f  c o n d i t i o n s  
( 7 . 1 7 )  a n d  ( 7 . 1 8 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  c o n d i t i o n  o f  s t a b i l i t y  ( 7 . 1 7 )  
i s  s t r o n g e r  a n d  i t s  s a t i s f a c t i o n  c e r t a i n l y  i n v o l v e s  
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s a t i s f y i n g  C o n d i t i o n s  ( 7 . 1 8 ) .  I n  f a c t ,  C o n d i t i o n  ( 7 . 1 7 )  c a n  b e  
r e w r i t t e n  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  

w h e r e  

( 7 . 1 9 )  

( 7 . 2 0 )  

The v a l u e  o f  K ,  a s  f o l l o w s  f r o m  E x p r e s s i o n  ( 7 . 2 0 ) ,  l i e s  i n  t h e  
r a n g e  b e t w e e n  z e r o  a n d  u n i t y :  

O<K<1. ( 7 . 2 1 )  

When K = 1 we f i n d  t h e  a p p r o x i m a t e  c o n d i t i o n s  o f  t h e  a p e r i o d i c  
s t a b i l i t y  ( 7 . 1 8 ) ;  o n  t h e  o t h e r  h a n d  i f  K = 0 t h e n  o n l y  t h e  s t a t i c a l l y  
s t a b l e  m i s s i l e  may b e  t h e  d y n a m i c a l l y  s t a b l e  o n e .  I n  p r a c t i c e  t h e  
v a l u e  o f  K i s  n e i t h e r  z e r o  n o r  o n e ,  b u t  o c c u p i e s  c e r t a i n  mean 
v a l u e s .  

I n  e s t i m a t i n g  t h e  a p e r i o d i c  s t a b i l i t y  o f  u n c o n t r o l l e d  r o t a t i n g  / 2 1 6  
m i s s i l e s  w e  u s u a l l y  u s e  C o n d i t i o n s  ( 7 . 1 8 )  w i t h  t h e  h e l p  o f  w h i c h  we 
c a n  s e l e c t  t h e  r e q u i r e d  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  r o t a t i o n  
o f  t h e  m i s s i l e  w h i c h  w i l l  g u a r a n t e e  s t a b i l i t y .  I f  i n  t h i s  c a s e  
C o n d i t i o n  ( 7 . 1 7 )  i s  n o t  s a t i s f i e d  t h e n  t h e  m i s s i l e  i s  f o u n d  t o  b e  
o s c i l l a t i o n a l l y  u n s t a b l e ,  h o w e v e r  t h e s e  o s c i l l a t i o n s  d i v e r g e  s l o w l y  
s i n c e  t h e  v a l u e s  e+ a n d  m, a r e  u s u a l l y  s m a l l .  

2 7 .  Dynamics o f  a Symmetric R o t a t i n g  M i s s i l e .  Resonance .  

I n  S e c t i o n  2 6  w e  d e t e r m i n e d  t h e  b a s i c  c o n d i t i o n s  o f  s t a b i l i t y  

F i g .  7 . 2  F i g .  7 . 3  
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of  m o t i o n  o f  a m i s s i l e  a n d  f o u n d  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  for t h e  c o m p l e x  
a n g l e  o f  a t t a c k  $ ( T I .  A s  f o l l o w s  f r o m  t h e  w r i t i n g  o f  t h e  s o l u t i o n  
i t s e l f ,  @ ( T I  may b e  s t u d i e d  a s  t h e  sum o f  t h r e e  v e c t o r s  o n  t h e  
p l a n e  a ,  iB: t w o  v e c t o r s  d e s c r i b e  t h e  o s c i l l a t i o n a l  m o t i o n  o f  a 
m i s s i l e  a n d  t h e  t h i r d  v e c t o r  d e s c r i b e s  t h e  s h i f t  o f  t h e  z e r o  d e f l e c -  
t i o n  c a u s e d  b y  t h e  c o n s t a n t  e x t e r n a l  moment o f  n o n s y m m e t r y .  E x a m p l e s  
o f  m o t i o n  o f  a m i s s i l e  o n  t h e  p l a n e  a ,  i B  a r e  shown  on F i g u r e s  7 . 2  
a n d  7 . 3  ( l e t  u s  r e c a l l  t h a t  t h e  c o m p l e x  a n g l e  $ ( T )  i s  d e t e r m i n e d  i n  
b o d y  a x e s  o f  t h e  m i s s i l e ) .  On F i g u r e  7 . 2  t h e  m o t i o n s  o f  a non-  
r o t a t i n g  m i s s i l e  i s  p l o t t e d .  I n  t h i s  c a se  i n  t h e  s o l u t i o n  t h e r e  i s  
a v e c t o r  o f  c o n s t a n t  s h i f t  g3 c a u s e d  b y  t h e  e f f e c t  o f  a e r o d y n a m i c  
n o n s y m m e t r y  a n d  t h e  v e c t o r  A 1  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  o s c i l l a t i o n a l  
moment o f  t h e  m i s s i l e .  C h a n g e  i n  t h e  a n g l e  of  a t t a c k  a n d  s i d e  s l i p  
o f  t h e  m i s s i l e  o c c u r s  a t  a n  i d e n t i c a l  f r e q u e n c y  a n d  t h e r e f o r e  i n  
t h e  c a s e  o f  z e r o  d a m p i n g  i s  r e p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  a n  e l l i p s e .  
An e x a m p l e  o f  t h e  m o t i o n  o f  a r o t a t i n g  m i s s i l e  i s  shown o n  F i g u r e  
7 . 3 .  I n  t h i s  c a s e  t h e  m o t i o n  i s - d e s c r i b e d  by  t h r e e  v e c t o r s ,  t h e  
f i x e d  v e c t o r  A3 a n d  t w o  v e c t o r s  A i  a n d  A 2  w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  t h e  
- m o t i o n  w i t h  t w o  f r e q u e n c i e s  of  o s c i l l a t i o n  of. t h e  m i s s i l e .  V e c t o r  
A 1  d e s c r i b e s  t h e  h i g h - f r e q u e n c y ,  a n d  v e c t o r  A 2  t h e  l o w - f r e q u e n c y ,  
c o m p o n e n t s  o f  t h e  s o l u t i o n .  

The d y n a m i c s  o f  a m i s s i l e  c a n  b e  s t u d i e d  m o r e  c o n v e n i e n t l y  a n d  / 2 1 '  - 
c l e a r l y  i f  w e  t a k e  a s  t h e  s y s t e m  of  c o o r d i n a t e  a x e s  t h e  a x e s  
O X ; t Y ; t Z ; t ,  w h i c h  o s c i l l a t e  a l o n g  w i t h  t h e  m i s s i l e  a c c o r d i n g  t o  a a n d  

b u t  d o  n o t  r o t a t e .  The r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  s y s t e m s  o f  c o -  
o r d i n a t e  a x e s  i s  c l e a r  f r o m  F i g u r e  7 . 4 .  The  n o n r o t a t i n g  s y s t e m  o f  
c o o r d i n a t e s  0Xs;Y;tZ;t i s  c o n v e n i e n t  i n  t h a t  i t  p e r m i t s  t r a c i n g  t h e  
t r a j e c t o r y  o f  m o t i o n  o f  t h e  n o s e  o f  t h e  m i s s i l e  a r o u n d  t h e  v e l o c i t y  
v e c t o r  a n d  i n  t h e  same way a l l o w s  t h e  p i c t u r e  o f  i t s  m o t i o n  t o  b e  
r e p r e s e n t e d  m o r e  c l e a r l y .  

F i g .  7 . 4  

To d e r i v e  e q u a t i o n s  o f  mo- 
t i o n  o f  a m i s s i l e  i n  t h e  a x e s  
0 X ; t Y ; k Z f :  we c a n  u s e  E q u a t i o n  ( 7 . 9 )  
a n d  c o n v e r t  

w h i c h  p l a c e s  t h e  a n g l e  @ i n  a g r e e -  
m e n t  w i t h  t h e  r o t a t i n g  s y s t e m  o f  
c o o r d i n a t e s ,  a n d  t h e  a n g l e  @ i n t o  
a n o n - r o t a t i n g  s y s t e m .  S u b s t i -  
t u t i n g  i n t o  E q u a t i o n  ( 7 . 9 )  r e -  
l a t i o n s h i p  ( 7 . 2 2 )  w e  f i n d  t h e  

e q u a t i o n  f o r  F :  

( 7 . 2 3 )  
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. . . . . . . . 

( 7 . 2 3 )  

The s o l u t i o n  f o r  9 c a n  b e  m o r e  s i m p l y  o b t a i n e d  by  s u b s t i t u t i n g  t h e  
v a r i a b l e  ( 7 . 2 2 )  i n  s o l u t i o n  ( 7 . 1 0 )  f o r  t h e  a n g l e  4 :  

If we i n t r o d u c e  new d e f i n i t i o n s  f o r  t h e  r o o t s  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  / 2 1 8  
e q u a t i o n s  w e  f i n d  

( 7 . 2 5 )  

w h e r e  

( 7 . 2 6 )  

( 7 . 2 7 )  

From E x p r e s s i o n s  ( 7 . 2 6 )  a n d  ( 7 . 2 7 )  i t  i s  c l e a r  t h a t  f o r  a 
s t a t i c a l l y  u n s t a b l e  m i s s i l e  (m$ > 0 )  t h e  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e  
r o o t s  A 1  a n d  A2 h a v e  L d e n t i c a l  s i g n s ,  i . e . ,  t h e  r e s p e c t i v e  v e c t o r s  
o n  t h e  c o m p l e x  p l a n e  c t ,  if3 r o t a t e  t o  o n e  s i d e w i t h  a n  i n c r e a s e  i n  
T. I n  t h i s  c a s e  t h e  m o t i o n  on t h e  p l a n e  ( a ,  if3) f o r  a s y m m e t r i c  
m i s s i l e  when A 3  E 0 h a s  t h e  f o r m  shown  o n  F i g u r e  7 . 5 .  I f  t h e  m i s s i l e  
- i s  s t a t j c a l l y  s t a b l e  (m+ < 0 )  t h e n  t h e  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e  r o o t s  / 2 1 9  
A 1  a n d  A2 h a v e  d i f f e r e n t  s i g n s  a n d  t h e  r e s p e c t i v e  v e c t o r s  o n  t h e  
c o m p l e x  p l a n e  ( a ,  i f 3 )  r o t a t e  t o  t h e  o p p o s i t e  s i d e s .  A s  a r e s u l t  
t h e  m o t i o n  f o r  a s y m m e t r i c  m i s s i l e  h a s  t h e  f o r m  shown  o n  F i g u r e  7 . 6 .  
From E x p r e s s i o n s  ( 7 . 2 6 )  a n d  ( 7 . 2 7 )  w e  c a n  f i n d  t h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  
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i t y  b o t h  for t h e  s t a b l e  
c h a r a c t e r ,  more  p r e c i s e l y  
i n  i n c r e a s i n g  t h e  a n g u l a r  
7 a n d  8 .  

G r o w s  

d e p e n d e n c e  o f  t h e  r o o t s  on  t h e  v a l u e  of t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c -  
a n d  t h e  s t a t i c a l l y  u n s t a b l e  m i s s i l e .  The 

G r o w s  

t h e  t e n d e n c y ,  o f  ;he c h a n g e  o f  t h e  r o o t s  
r o l l i n g  v e l o c i t y  i s  i l l u s t r a t e d  on  T a b l e s  

F i g .  7 . 5  

TABLE 7. 

R o o t s  

P a r a m e t e r s  
t h e  m i s s i l e ' ,  

% . ->--mm, 
2 

F i g .  7 . 6  

STATICALLY STABLE MISSILE 

.~ ~ 

G r o w s  

D r o p s  

G r o w s  

G r o w s  
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R o o t s  
IReTl I I I m t  I /Re% I P a r a m e t e r s  \ 

t h e  m i s s i l e  \ 

CP 
- <-"o 2 

I ImX* 1 
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From T a b l e s  7 a n d  8 i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  r u l e s  i n  t h e  c h a n g e s  / 2 2 0  
o f  r o o t s  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  R s u b s t a n -  
t i a l l y  d e p e n d  on t h e  s i g n  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  s t a t i c  s t a b i l i t y  
o f  t h e  m i s s i l e .  I n  p a r t i c u l a r  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  c h a n g e  of t h e  
r e a l  p a r t s  o f  t h e  r o o t s  a n d  c o n s e q u e n t l y  t h e  d e g r e e  o f  d a m p i n g  o f  
t h e  m o t i o n  h a v e  a d i r e c t l y  o p p o s i t e  c h a r a c t e r  f o r  t h e  s t a t i c a l l y  
s t a b l e  a n d  u n s t a b l e  m i s s i l e .  L e t  u s  p r o c e e d  t o  a m o r e  d e t a i l e d  
a n a l y s i s  o f  t h e  s p e c i f i c  s o l u t i o n  t o  a n o n u n i f o r m  e q u a t i o n  o b t a i n e d  
d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  o f  a c o n s t a n t  d i s t u r b i n g  moment o f  a e r o d y n a m i c  
n o n s y m m e t r y  o f  t h e  a i r c r a f t .  The e x p r e s s i o n  f o r  A 3 ,  a s  w a s  f o u n d  
e a r l i e r ,  h a s  t h e  f o r m  

( 7 . 2 8 )  

The a b s o l u t e  v a l u e  o f  A 3  c h a r a c t e r i z e s  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  m i s s i l e  
f r o m  t h e  z e r o  p o s i t i o n  c a u s e d  by t h e  c o n s t a n t  d i s t u r b i n g  moment .  
The a b s o l u t e  v a l u e  o f  A 3  a s s u m e s  a m a x i m a l  v a l u e  when t h e  a b s o l u t e  
v a l u e  o f  t h e  d e n o m i n a t o r  i s  m i n i m a l .  The s q u a r e  o f  t h e  a b s o l u t e  
v a l u e  o f  t h e  c o m p l e x  f u n c t i o n  s t a n d i n g  i n  t h e  n u m e r a t o r  o f  ( 7 . 2 8 )  
i s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  f o r m u l a  

( 7 . 2 9 )  

I t  i s  e a s y  t o  p r o v e  t h a t  t h e  f u n c t i o n  @ ( Q 2 >  a g r e e s  w i t h  t h e  
f r e e  t e r m  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  A 0  o b t a i n e d  i n  S e c t i o n  8 
i n  w h i c h  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  s y m m e t r i c  m i s s i l e  a r e  g i v e n .  Ex- 
p r e s s i o n  ( 7 . 2 8 )  r e p r e s e n t s  s i m p l y  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n  w r i t t e n  f o r  
t h e  c o m p l e x  a n g l e  o f  a t t a c k  f r o m  t h e  e x t e r n a l  d i s t u r b i n g  moment 
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a n a l o g o u s  t o  t h e  r e l a t i o n s h i p s  g i v e n  f o r  t h e  g e n e r a l  c a se  o f  a 
n o n s y m m e t r i c  a i r c r a f t  i n  T a b l e  2 .  

From E x p r e s s i o n  ( 7 . 2 9 ) ,  b y  e q u a t i n g  t h e  d e r i v a t i v e  a @ / a R 2  t o  
z e r o ,  i t  i s  e a s y  t o  f i n d  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  f2 for w h i c h  @ ( a 2 )  h a s  a m i n i m a l  v a l u e .  D e s i g n a t i n g  t h i s  
e x p r e s s i o n  b y  R C r i t ,  w e  o b t a i n  

( 7 . 3 0 )  

F o r  t h i s  v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  ( Q  = R c r i t ) ,  t h e  
a b s o l u t e  v a l u e  o f  A 3  a s s u m e s  a m a x i m a l  v a l u e  e q u a l  t o  

( 7 . 3 1 )  

T h u s ,  f r o m  t h e  a n a l y s i s  g i v e n  i t  f o l l o w s  t h a t  w i t h  a c e r t a i n  / 2 2 1  
v a l u e  o f  t h e  a n g u l a r  r o l l i n g  v e l o c i t y  
e q u a l  t o  R c r i t  t h e  s p e c i f i c  s o l u t i o n  t o  
t h e  n o n u n i f o r m  e q u a t i o n  g r o w s  s u b s t a n t i a l l y .  
I n  p a r t i c u l a r ,  w i t h  t h e  d i s a p p e a r a n c e  o f  
s m a l l  d a m p i n g ,  i t  t e n d s  t o  i n f i n i t e l y  l a r g e  
v a l u e .  The p h y s i c a l  s e n s e  o f  t h e  r e s u l t  
o b t a i n e d  b e c o m e s  m o r e  c l e a r  i f  we r e t u r n  
t o  E q u a t i o n  ( 7 . 2 3 ) .  The s p e c i f i c  s o l u t i o n  
t o  E q u a t i o n  ( 7 . 2 3 )  i s  f o u n d  a s  a r e s u l t  o f  
t h e  e f f e c t  on t h e  m i s s i l e  o f  t h e  p e r i o d i c  
d i s t u r b a n c e  o f  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  p a .  
When t h e  p e r i o d i c  d i s t u r b a n c e  a c t s  a t  a 
f r e q u e n c y  e q u a l  t o  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  
of t h e  o s c i l l a t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  t h e  

p r o o f  i s  e a s y  t o  f i n d  t h a t  t h e  a n g u l a r  
v e l o c i t y  f2, c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  r e s o n a n c e ,  i s  d e t e r m i n e d  u s i n g  
F o r m u l a  ( 7 . 3 0 ) .  T h u s  f o r  s y m m e t r i c  m i s s i l e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a 
s m a l l  n o n s y m m e t r y  l e a d s  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  a new e f f e c t  i n  t h e i r  
d y n a m i c s ,  t h a t  i s ,  t o  a r e s o n a n c e  g r o w t h  i n  t h e  a n g l e s  o f  a t t a c k  
a n d  s i d e  s l i p .  I n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h i s  t h e  s t a b l e  m i s s i l e  i n  t h e  
p r e s e n c e  o f  s m a l l  n o n s y m m e t r y  a n d  w i t h  m o t i o n  a t  a n  a n g u l a r  r o l l i n g  
v e l o c i t y  e q u a l  t o  t h e  c r i t i c a l  may b e  f o u n d  t o  b e  p r a c t i c a l l y  un -  
s t a b l e  ( F i g .  7 . 7 ) .  D i r e c t  c o m p a r i s o n  o f  E x p r e s s i o n s  ( 7 . 2 9 )  a n d  
( 2 . 4 )  i n d i c a t e s  a s t r o n g  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  r e s o n a n c e  phenomena  
c h a r a c t e r i s t i c  f o r  t h e  s y m m e t r i c  m i s s i l e s  a n d  t h e  m o r e  c o m p l e x  

F i g .  7 . 7  phenomenon  o f  r e s o n a n c e  b e g i n s .  D i r e c t  

20 4 

I 



of t h e  d y n a m i c s  of n o n s y m m e t r i c  a i r c r a f t .  

F o r  s m a l l  v a l u e s  of d a m p i n g ,  F o r m u l a  ( 7 . 3 0 )  c a n  b e  s i m p l i f i e d  

( 7 . 3 2 )  

I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  r e s o n a n c e  c a u s e d  b y  t h e  r o l l i n g  
r o t a t i o n  a n d  t h e  l a t e r a l  o s c i l l a t i o n ,  as follows f r o m  E x p r e s s i o n  
( 7 . 3 0 ) ,  i s  p o s s i b l e  o n l y  for s t a t i c a l l y  s t a b l e  m i s s i l e s  a n d  i m p o s -  
s i b l e  € o r  s t a t i c a l l y  u n s t a b l e  m i s s i l e s .  I n  a l l  c a s e s  o f  m o t i o n  of 
a s t a t i c a l l y  u n s t a b l e  m i s s i l e ,  f o r  e x a m p l e  a n  a r t i l l a r y  s h e l l ,  t h e  
r o l l i n g  r o t a t i o n  s t a b i l i z e s  i t s  m o t i o n  [ 6 1 b l .  
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